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12. Spezielle Bilanzgleichungen 

 

12.1 Massebilanz 

 

A sei Masse.   ρ=a~ :  Massendichte,   MJ :   Massenstromdichte 

 

Explizite Darstellung von MJ : 

 

                                                             
{

x

V

xM
t

x

xF

m

tF

m
J vρ

∆
∆

∆
∆

∆
∆

∆

≅==,  

 

 

            
}

tx x∆∆ v=   

 

Allgemein:            v
r

rr
ρρ ==

dt

rd
JM   ,      

                              iiiMJ v
rr

ρ=,    ,    bei Mischungen 

 

Falls keine chemischen Reaktionen stattfinden gilt für alle Komponenten i unabhängig 

voneinander die Massenerhaltung. 

 

0=+
∂

∂
iM

i divJ
t

,

ρ
 ,  

 

( ) 0v =+
∂

∂
ii

i div
t

ρρ
   ,       Kontinuitätsgleichung 

 

Beteiligung von chemischen Reaktionen: 

 

F

Vx
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r

R

r

ir
i w
t

c
∑

=

=
∂
∂

1

ν              rw :  Reaktionsgeschwindigkeiten w, (w, damit keine Verwechslung 

mit mechanischer Bewegung v),  irν :  stöchiometrische Koeffizienten der Stoffe i in den 

Reaktionen r. 

 

ic :  Konzentrationen  ; 
V

n
c i

i ∆
∆=   , 

Volumen

Mol
 

 

ii
i

ii
i

ii
i cM

V

n
M

V
n

n

m

V

m =
∆
∆=

∆
⋅∆

∆
∆=

∆
∆= 1ρ     ,      iM : Molmasse 

 

iMrir

R

r

i
i

i
i qwM

t

c
M

t
,==

∂
∂=

∂
∂

∑
=

νρ

1

      ,     Mq : Quellterm 

 

( ) rir

R

r

iii
i wMdiv

t
νρρ

∑
=

=+
∂

∂

1

v  

Addition:  

( ) ∑∑∑∑
= ===

=+
∂

∂ K

i

rir

R

r

i

K

i

ii

K

i

i wMdiv
t

1 111

v νρρ
 

 

∑∑∑∑
= == =

=
R

r

rir

K

i

i

K

i

rir

R

r

i wMwM

1 11 1

νν =0 

weil für jede chemische Reaktion getrennt die Massenerhaltung gilt.  

 

Demzufolge: ∑ =
i

iMq 0,  und ( ) 0v
11

=+
∂

∂
∑∑
==

K

i

ii

K

i

i div
t

ρρ
 

 

Darstellung der Bilanzgleichungen in Konzentrationen. Division durch iM :  
i

i
i

M
c

ρ=  
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( ) ∑
=

=+
R

r

rir

J

ii
i wcdiv

dt

dc

ic
1

v ν
321

 

 

Bei mechanischer Bewegung im System: 
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                                iiv
rρ  

                                                                                                         

 

 

Schwerpunktsgeschwindigkeit: 

Ableitung für Gemisch aus 2 Stoffen:  

Schwerpunkt eines Volumenelements zum Zeitpunkt t:  ( ) ( ) ( ) ( )tr
mm

trmtrm
trS

r
rr

r =
+
+=

11

21

∆∆
∆∆

. 

Im Zeitintervall t∆  bewegen sich die Sorten 1 und 2 in unterschiedliche Richtung und mit 

unterschiedlichen Geschwindigkeiten: 

 

( ) ( )( ) ( )( )
11

2211 vv

mm

ttrmttrm
ttrS ∆∆

∆∆∆∆∆
+

+++=+
rr

r
 

 
( ) ( )

11

2211 vv
v

mm

mm

t

trttr

t

r SSS
S ∆∆

∆∆
∆

∆
∆

∆
+
+=−+==

rrr

 

 

allgemein: 
∑

∑
=

i

i

i

ii

S ρ

ρ v

v

r

r
 

 

∑
=

=
K

i

iiS

1

v
1

v ρ
ρ

r
  mit:   ∑

=

=
K

i

i

1

ρρ  

 

Wenn  0v ≠S

r
  befindet sich das Gesamtsystem in Strömung. 

 

Definition einer Diffusionsstromdichte 

 

( )Sii
Diff

iMJ vv
rr −= ρ,    ,      Geschwindigkeit relativ zum Schwerpunkt 

 

0vv
111

=−= ∑∑∑
===

K

i

iS

K

i

ii

K

i

Diff
iMJ ρρ rr

,  
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Summe aller Diffusionsstromdichten = Null 

 

Wenn  0v =S

r
:  Diffusionsstromdichte identisch mit Massenstromdichte. 

 

 

12.2 Entropiebilanz 

 

Aus der allgemeinen Gleichung 

 

AA qJdiv
t

a =+
∂
∂ r~

 

 

folgt:  σ+−=
∂
∂

SJdiv
t

s r
    

 

s :   Entropiedichte,   SJ
r

 :  Entropiestromdichte, 

σ  :    Entropieproduktionsdichte, von zentraler Bedeutung für irreversible 

Thermodynamik 

 

Wie hängen SJ
r

 und σ  von den anderen thermodynamischen Größen ab? 

 

2 Ausgangspunkte: 

1. Gibbs-Duhem-Gleichung: ∑
=

=−+=
K

i

iinTSpVUG

1

µ  

 

Folgende Relationen gelten für ein kleines Volumenelement V∆ : 

 

∑
=

∆=∆−∆+∆=∆
K

i

ii nSTVpUG

1

µ  

Division durch  V∆ :   
V

n

V

S
Tp

V

U

V

G i
K

i

i ∆
∆

=
∆
∆−+

∆
∆=

∆
∆

∑
=1

µ  

∑
=

=−+=
K

i

iicTspug

1

µ     , kleine Buchstaben bezeichnen hier Dichten: usg ~,~,~  
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2. Gibbs'sche Fundamentalgleichung  

 

∑+−=
i

ii nVpSTU dddd µ    ,  

Anwendung auf kleines Volumenelement: 

 

( ) ( ) ( ) ( )i

K

i

i nVpUST ∆−∆+∆=∆ ∑
=1

dddd µ  

 

Übergang zu intensiven Größen: 

 

VsS ∆∆ = ;  VuU ∆∆ = ;  Vcn ii ∆∆ =  

( ) ( ) ( ) ( )VcVpVuVsT i

K

i

i ∆−∆+∆=∆ ∑
=

dddd
1

µ  

Produktenregel: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑
==

∆−∆−∆+∆⋅+∆⋅=∆+∆⋅
K

i

ii

K

i

ii cVVcVpVuVuVTsVsT

11

ddddddd µµ  

 

Sortieren: 

 

( )
4444 34444 21

obensiehe

i

K

i

ii

K

i

i cpusTVcusTV

  0

11

dddd

,=

== 











−++⋅−∆=













+−∆ ∑∑ µµ  

 

∑
=

+−
K

i

iidcduTds

1

µ  

 

Bei zeitlichen Veränderungen 
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0
1

=
∂
∂

+
∂
∂−

∂
∂

∑
= t

c

t

u

t

s
T i

K

i

iµ    

 

Ziel: Überführung dieser Gleichung in eine Bilanzgleichung der Form: σ+−=
∂
∂

SJ
t

s r
div . 

Das gelingt durch Berücksichtigung der Bilanzgleichungen für u sowie ic . 

Bilanzgleichung für die Innere Energie: 

Wir betrachten den Spezialfall: 1. keine äußere Arbeitsleistung an dem System; 2. keine 

innere Wärmeproduktion aufgrund innerer Reibung. 

 

AQU δδ +=d        ,     mit 0=Aδ  

Innere Energie ändert sich nur durch Wärmestrom 

 

0div =+
∂
∂

QJ
t

u r
      ,    mit QJ

r
 :  Wärmestromdichte 

 

Bilanzgleichung für die Konzentrationen: 

 

r

R

r

irc
i wvJ
t

c
i ∑

=

=+
∂
∂

1

div               mit  iic cJ
i

v=  

 

Einsetzen in: 

 

t

c

t

u

t

s
T i

K

i

i ∂
∂

−
∂
∂=

∂
∂

∑
=1

µ  

 

liefert: 

 













+−−−=
∂
∂

∑∑
==

r

R

r

irc

K

i

iQ wJJ
t

s
T

i

11

divdiv νµ
rr

,    
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∑∑∑
= ==

−+−=
∂
∂ K

i

R

r

irir
K

i

c
i

Q
T

w
J

T
J

Tt

s
i

1 11

divdiv
1 µνµ rr

 

 

Umformung der beiden ersten Terme auf der rechten Seite nach den 

Differentiationsregeln der Vektoranalysis:  

 sei ( )zyx ,,ψψ =  ein skalares Feld, und ( )zyxaa ,,
rr =  ein Vektorfeld. Dann gilt 

 
 ( ) ( ) aaa

uktSkalarprod

r

43421

rr
divgraddiv ψψψ += ) 

 

 mit 
















∂∂
∂∂
∂∂

=
z

y

x

ψ
ψ
ψ

ψgrad  und 
z

a

y

a

x

a
a zyx

∂
∂+

∂
∂

+
∂

∂=r
div  

Dementsprechend: 

1.Term: 








−













=

T
J

T

J
J

T
Q

Q
Q

1
graddivdiv

1 r
r

r
         

"Produktregel"  ( ) φφφ gradvvdivvdiv
rrr +=    ,        mit kji

xyx ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= φφφφgrad  

φ : skalares Feld, v
r

: Vektorfeld 

 

2. Term: 








−













=

T
J

T

J
J

T

i
c

ci

c
i

i

i

i

µµµ
graddivdiv

r
r

r
: 

 

Man erhält:  

∑∑∑∑
= ===

−






−













+






+













−=

∂
∂ K

i

R

r

iriri
K

i

c

ci
K

i

Q
Q

T

w

T
J

T

J

T
J

T

J

t

s
i

i

1 111

graddiv
1

graddiv
µνµµ r

r
r

r

 

 

mit ∑
=

−=
K

i

irirA

1

νµ  (Affinität einer chem. Reaktion) erhält man daraus: 
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∑∑
∑

==

= +






−






+




















−

−=
∂
∂ R

r

rri
K

i

cQ

K

i

ciQ

T

Aw

T
J

T
J

T

JJ

t

s
i

i

11

1 grad
1

graddiv
µ

µ
rr

rr

 

 

Vergleich mit:     σ+−=
∂
∂

SJ
t

s r
div  liefert: 

 














−= ∑

=

K

i

ciQS i
JJ

T
J

1

1 rrr
µ     ,       Entropiestromdichte 

 

∑∑
==

+








−






=
R

r

rr
K

i

cQ
T

Aw

T
J

T
J i

i

11

grad
1

grad
µ

σ
rr

    ,       Entropieproduktionsdichte 

 

σ : Summe von Produkten zweier Größen 

 

Veranschaulichung, daß die einzelnen Terme von σ  positiv sind: 

 

1. Term:   








T
JQ

1
grad

r
 

 

 

 

 

 

 

 

Wärmestrom in positive  x- Richtung: 

T

X X

1

T
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0>QJ
r

  wenn  0grad <T   bzw.  0
1

grad >








T
 

 

Temperaturgradient verursacht Wärmestrom: Fouriersches Gesetz (1811) 

 

2. Term:   






−
T

J i
ci

µ
grad

r
 

 

Chem. Potential:       ( ) iii cRTTp ln0 += ,µµ                      p, T konstant 

 

( )i
i cR

T
lngradgrad =







 µ
     

x

c

c

R i

i d

d
=     (für eine Raumrichtung) 

 

 

 

 

 

 

00
d

d >⇒<
ic

i J
x

c r
 

 

Konzentrationsgradient verursacht Diffusionsstrom. 

 

3. Term:       ∑
=

R

r

rr

T

Aw

1

            Beispiel:   monomolekulare Reaktion 

 

21 SS
k

k

←
→

−

+
                    eqK

k

k =
−

+  

 

 

Wir hatten früher hergeleitet : 
2

1
ln

S

SK
RTA

eq=         

2

1ln
Sk

Sk
RTA

−

+=  

c
i

x
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0>A    für  21 SkSk −+ >  ,      d.h.  021 >=− −+ wSkSk  . 

 

Allgemein gilt für die einzelnen Terme der Entropieproduktionsdichte: 

 

i

i

i XJ∑=
r

σ     ∑ ×=
i

KräfteFlüsse  

 

Beispiele für Kräfte: 

Temperaturgradient verursacht Wärmestrom.  

Konzentrationsgradient verursacht Diffusionsstrom. 

Chemische Affinität 0≠   verursacht Reaktionsgeschwindigkeit.  

 

 

Andere Schreibweise für Entropieproduktion 

 

Ausgangspunkt: ∑∑
=

+






−






=
=

R

r

rri
K

cQ
T

Aw

T
J

T
J

i

i

11

grad
1

grad
µσ

rr
 

Mit: 

 

( )T
TT

−=







grad

11
grad

2
 

 

( ) ( )i

K

i

ci

K

i

c
i

K

i

c iii
J

T
TJ

TT
J µµµ

grad
1

grad
1

grad
11

2
1

∑∑∑
===

+−=






 rrr
 

 

erhält man 

 

( ) ( ) ( ) ∑∑∑
===

+−−−−=
R

r

rr
i

K

i

ci

K

i

Q
T

Aw
J

T
TJ

T
TJ

T
ici

111
22

grad
1

grad
1

grad
1 µµσ

rrr
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( ) ( ) ∑∑
∑

==

= +−+−













−

==⋅
R

r

rri

K

i

c

K

i

icQ

AwJT
T

JJ

T
i

i

11

1 gradgrad µ

µ

Φσ
r

rr

 

 

( ) ( ) ∑∑
==

+−+−==⋅
R

r

rri

K

i

cS AwJTJT
i

11

gradgrad µΦσ
rr

 

 

Φ : Rayleigh'sche Dissipationsfunktion: Maß für die Wärmeproduktion infolge der im 

System ablaufenden irreversiblen Prozesse. 

 

00 ≥⇒≥ Φσ  

 

12.3 Lineare phänomenologische Gleichungen 

 

∑=σ
i

ii XJ  

 

Die in dem Ausdruck für die Entropieproduktionsdichte stehenden Größen iJ  und iX  werden 

als zueinander konjugierte Flüsse und Kräfte bezeichnet. 

 

iJ : generalisierte Flüsse, iX : Generalisierte Kräfte 

 

Es ist empirisch bekannt, daß eine Kraft iX  nicht nur den zu ihr konjugierten Fluß, sondern 

auch andere irreversible Veränderungen hervorrufen kann. 

 

ii XJ ↔           konjugierte Flüsse & Kräfte waren 

 

chemische Reaktion ↔  Affinität 0≠   

Diffusionsstrom ↔  Gradient des chemischen Potentials/Temperatur 

Wärmestrom  ↔  Temperaturgradient 

 

Andere Möglichkeiten 
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                             Diff
J                                                            QJ                 konj. 

       ↑           ↑  

                           grad c                                                          grad T 

 

               
Q

J                    elektrisch
J                         Diff

J                       elektrisch
J  

 

aber auch: Die chemische Affinität  0>iA   einer Reaktion i  kann eine andere chemische 

Reaktion  j  mit  0<jA   antreiben (später ausführlicher). 

 

Beispiel:  Membrantransport 

 

        außen      0A                   0B  

 

                                                        aber wenn Kopplung 

                                                        durch einen Carrier (Cotransport) 

 

      innen        iA                     iB  

 

 

Konzentrationsgradient  00 >−= AAA
i∆∆∆∆   kann bei stöchiometrischer Kopplung beider 

Transportprozesse den Prozeß  BJ   antreiben. 

Es kann 0>BJ  gelten, selbst  wenn  00 <−= BBB
i∆∆∆∆  (Transport gegen 

Konzentrationsgradient von B). 

 

Allgemein gilt: 

 

( )nii XXJJ ,....,1=    Fluß als Funktion der Kräfte 

Gleichgewicht: 

   0=iJ   wenn  0=jX    für alle j 

 

Entwicklung in der Nähe des Gleichgewichtes 

0A 0B

iA iB
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∑∑∑ +
∂∂

∂
+

∂
∂

=
j k

kj
kj

i
j

j j

i
i XX

XX

J
X

X

J
J .....

2

2

1
 

 

( kj XX ,  entspricht hier kj XX ∆∆   , , da im Gleichgewicht: 0=jX ) 

 

Beschränkung auf kleine Auslenkungen 

 

j

j

iji XLJ ∑=     mit    
j

i
ij

X

J
L

∂
∂=            

ij
L  :   phänomenologische Koeffizienten 

lineare Fluß-Kraft-Beziehungen 

 

44 344 2143421

.GleichgewdesNähe
derinnurgilt

i j

jiij

allgemein gilt

i

ii XXLXJ

  
   

∑∑∑ ==σ             (Entropieproduktionsdichte) 

 

Bedingungen für phänomenologische Koeffizienten 

 

Spezialfall: es existiert nur eine Kraft 0≠iX , d.h. 0=jX  für ji ≠  

 

02 >⇒= iiiii LXLσ  

 

Die Hauptdiagonalelemente der Matrix der phänomenologischen Koeffizienten müssen alle 

positiv sein. 

 

( )jiLij ≠für  ,    Kopplungskoeffizienten 

 

Aus der Forderung der positiven Definitheit von σ  ergeben sich auch Bedingungen für die 

Kopplungskoeffizienten. 

 

Zerlegung der Matrix { }ijL  in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil 
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( ) ( )jiijjiijij LLLLL −++=
2

1

2

1
 

 

Abkürzung: 

 

( ) ( ) [ ] ( )jiijjiij LLijLLLijL −=+=
2

1
        ,

2

1 antisymsym  

 

( ) ( )jiLijL
symsym =  ;      [ ] [ ]jiLijL

antisymantisym −=  

 

Der antisymmetrische Anteil  
[ ]
antisym

ij
L   trägt nichts zu σ  bei: 

 

( ) 0=−=−∑ ∑∑
ji

Indizes
ng derVertauschu

ij

jiji

ij

jiijjijiij XXLXXLXXLL

,
43421

 

 

Es gilt demnach: 
( )∑∑=

i j

ji XXL
ij

symσ  

 

Algebra: Eine quadratische Form mit einer symmetrischen Matrix ist dann positiv definit, 

wenn alle Eigenwerte der Matrix  ( )ijL
sym   positiv sind. 

 

Beispiel:   21,, =ji  









=

2221

1211

LL

LL
Lij                         ( )

( )

( ) 















+

+
=

222112

211211sym

2

1
2

1

LLL

LLL
ijL  

 

Berechnung der Eigenwerte: 

 

( )( ) ( ) 0
4

1 2
21122211 =+−−− LLLL λλ  

 

( ) ( ) 0
4

1 2
211222112211

2 =+−++− LLLLLL λλ  
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( )221122211

2
22112211

21 4

1

22
LLLL

LLLL ++−






 +±++=/λ  

 

( ) ( )
4444 34444 21

0

2
2112

2
22112211

21
442

>

++−±+= LLLLLL
/λ  

 

Eigenwerte reell, und 01 >λ    

Damit auch 02 >λ  muß gelten: 

 

( ) ( ) ( )
444

2
2112

2
2211

2
2211 LLLLLL ++−>+

 

 

( )
4244244

2
21122211

2
22

2
112211

2
22

2
11 LLLLLLLLLL ++−+>++  

 

( )2
211222114 LLLL +>  

 

Die Matrix der phänomenologischen Koeffizienten ist symmetrisch (Theorem von Onsager, 

1931) 

 

jiij LL = ,       Onsagersche Reziprozitätsbeziehung (folgt aus dem Prinzip der detaillierten 

Balance, wird später behandelt). 

Ist für die gesamte Theorie der irreversiblen Prozesse von grundlegender Bedeutung. 

 

Wegen   2112 LL =    folgt aus   ( ) 2
12

2
21122211 44 LLLLL =+>  

 

2112
2

122211 LLLLL =>  ,         oder: 021122211 >− LLLL  

 

( ) 0Det >ijL  
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Bedeutung der Onsagerschen Reziprozitäts-Bedingung:   jiij LL =  

 

Reduktion der Anzahl der unabhängigen phänomenologischen Koeffizienten. 

 

Aber noch wichtiger: Immer dann wenn eine Kraft jX  einen Fluß iJ  hervorruft, gilt, daß auch 

eine Kraft  iX   einen Fluß jJ  bewirkt. Entspricht experimenteller Erfahrung.  

 

Satz von Curie-Prigogine: 

 

4342144 344 21

r

4434421

r

Skalare

R

r

rr

Vektoren

i
K

i

c

Vektoren

Q
T

Aw

T
J

T
J

i ∑∑
==

+






−






=
11

grad
1

grad
µσ  

 

Es gibt vektorielle Prozesse (Diffusion, Wärmeleitung,....) und skalare Prozesse (chemische 

Reaktionen) 

 

Im Rahmen der linearen irreversiblen Thermodynamik gibt es in isotropen Medien keine 

Kopplung zwischen vektoriellen und skalaren Prozessen. 

 

skalare Ströme sind nur abhängig von skalaren Kräften 

vektorielle Ströme sind nur abhängig von vektoriellen Kräften 

 

Konsequenz: weitere Reduktion der Anzahl von phänomenologischen Koeffizienten 

(Kopplungskoeff.= 0) 

 

z.B. keine Kopplung zwischen chemischen Reaktionen und Wärmeleitung 

 

T

Aw

T
gradJQ

⋅+






= 1σ  
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Betrachtung eines räumlich 1-dimensionalen Systems: zur Veranschaulichung der 

Unmöglichkeit der Kopplung skalarer und vektorieller Flüsse und Kräfte 

 

T

Aw

x

T

T

J

T

Aw

Tx
J

xQ
xQ

⋅+−=⋅+






=
d

d1

d

d
2

,
,σ  

 

hier ist xQJJ ,=1 ,   wJ =2 ,   Kraft 
x

T

T
X

d

d1
21 −=    und Kraft 

T

A
X =2  

 

Lineare phänomenologische Beziehungen hätten die Gestalt: 

 

T

A
L

x

T

T
LJ xQ ⋅+







−= 12211
d

d1
,  

 

T

A
L

x

T

T
Lw 22221

d

d1 +






−=  

 

Wir nehmen an, daß  0
d

d =
x

T
:  

{ {
Skalar

Größevektor
einerTeil

xQ
T

A
LJ ⋅= 12

 
 

.

,  

 

Wenn 012 ≠L : "skalare Ursache" bedingt gerichteten Fluß, das würde gegen 

Symmetrieprinzip verstoßen 

 

Also: Eine chemische Reaktion kann keinen gerichteten Fluß erzeugen. 

 

012 =L  

 

Gilt nur in isotropen Medien (alle Richtungen gleichberechtigt). 

 

Katchalsky (1968): Betrachtung nichtisotroper Medien, wo chemische Reaktion gerichtete 

Flüsse hervorrufen können. 

Wichtig für aktiven Membrantransport: z.B. K/Na-Pumpe 
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Keine Symmetrie zwischen innen und außen. 

 

 K o N a o 

K i N a i 
A T P 

A D P 
P i 


