12. Spezielle Bilanzgleichungen

12.1 Massebilanz

A sei Masse. a = p: Massendichte, J,,: Massenstromdichte

Explizite Darstellung von J, :

=]

J :A_m:__DpV
MX ™ pp T FAx A x
—
Vx AV

|

=v, At

B}

—

Allgemein: jM = p% =pVv ,
t

—

Jm,i =P iV; , beiMischungen

Falls keine chemischen Reaktionen stattfinden gilt fiir alle Komponenten i unabhéngig
voneinander die Massenerhaltung.

0, ..

——L+div/,, . =0,
o M
%'*div(pivi):() .

Kontinuitétsgleichung
t

Beteiligung von chemischen Reaktionen:
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R
w, : Reaktionsgeschwindigkeiten w, (w, damit keine Verwechslung

mit mechanischer Bewegung v), V;.: stochiometrische Koeffizienten der Stoffe i in den

Reaktionen r.

An; Mol

¢; . Konzentrationen ; ¢; =—+
AV Volumen

M.
! ——=M,c M ;: Molmasse

R
0p;
a_t —M — = ZM Virwr =qm,i > qu - Quellterm

0
é[;l +div pl ZM VW,

Addition:

K p; K K R
Za_tl + dzvz (,Ol'Vl') = ZZMiVirWr
i=1 i=1

i=lr=1

K R R K
ZZMiVirwr = ZZMiVirwr =0

i=1r=1 r=1i=1

weil fiir jede chemische Reaktion getrennt die Massenerhaltung gilt.

Demzufolge: ZqM ; =0 und z [;l +dlvz Pivi)=
i=1 i=1

Darstellung der Bilanzgleichungen in Konzentrationen. Division durch M;:
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Bei mechanischer Bewegung im System:
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Pivi \

N
|

|

Schwerpunktsgeschwindigkeit:

Ableitung fiir Gemisch aus 2 Stoffen:

Schwerpunkt eines Volumenelements zum Zeitpunkt #: 7g (t) = Aml;}si) ij’rnnz?(t) = F(t) .
1 1

Im Zeitintervall 4r bewegen sich die Sorten 1 und 2 in unterschiedliche Richtung und mit

unterschiedlichen Geschwindigkeiten:

Ly (7 (¢) + vt ) + Ay (F (1) + v 4t)

ro(t+4r) = ey

v :AI_;S :Fs(t+Al)—75(t):Am1V1+Am2V2
ST At Lmy + Ay

Zpivi
Zpi

i

allgemein: vg =

1 & K
Vg I—Zpivi mit: p=z,0i
PiT i=1

Wenn vy #0 befindet sich das Gesamtsystem in Stromung.

Definition einer Diffusionsstromdichte

J Al,)ll’l? =p; (\7 [~V S) ,  Geschwindigkeit relativ zum Schwerpunkt

K K K
ZJAI;?‘? :Zpivi _Vszpi =0
i=1 i=1 i=1
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Summe aller Diffusionsstromdichten = Null

Wenn v =0: Diffusionsstromdichte identisch mit Massenstromdichte.

12.2 Entropiebilanz

Aus der allgemeinen Gleichung

da -
—+divJ, =
o A~ 494

Os -
folgt: — =—divJ¢+0
g o1 S

s . Entropiedichte, J s : Entropiestromdichte,

o : Entropieproduktionsdichte, von zentraler Bedeutung fiir irreversible

Thermodynamik

Wie hiingen J¢ und 0 von den anderen thermodynamischen Grofien ab?

2 Ausgangspunkte:

K
1. Gibbs-Duhem-Gleichung: G =U + pV —-TS = Z Min;
i=1

Folgende Relationen gelten fiir ein kleines Volumenelement AV :

K
AG=DU + pAV ~TAS = Y i,
i=1

K

AG AU AS An;

Division durch AV: —=——+p-T —= T
Z’u’ AV

av ooy P av &

K
g=u+p-Ts= Z H;c; , kleine Buchstaben bezeichnen hier Dichten: g,5,u
i=1
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2. Gibbs'sche Fundamentalgleichung

dU =TdS = pdV +_ ydn;

1

Anwendung auf kleines Volumenelement:

Td(ps)=d(av)+ pd(AV)—iu,-d(An,-)

Ubergang zu intensiven GroBen:

A4S =54V ; AU =udV 5 dn; = c; AV

K
Td(s6V)=d(uav )+ pd(av) = pd(c,AV)

i=1
Produktenregel:

K K
Tds AV +Tsd(AV)= du Y +u@(AV )+ pd(aV) =D pcid(av)=> p(av)dc;
i=1 i=1

Sortieren:

K K
AV[Tds ~du +Z,u,~dc,} = d(AV){—T B+u+p —Zy,-c,}

i=1 i=1

=0,siehe oben
K
Tds —du + Z,Uidci
i=1

Bei zeitlichen Verdnderungen
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Ziel: Uberfiihrung dieser Gleichung in eine Bilanzgleichung der Form: ? = —divJ sto.
t

Das gelingt durch Beriicksichtigung der Bilanzgleichungen fiir u sowie c; .

Bilanzgleichung fiir die Innere Energie:
Wir betrachten den Spezialfall: 1. keine dullere Arbeitsleistung an dem System; 2. keine

innere Wirmeproduktion aufgrund innerer Reibung.

dU =00 +A , mit A=0

Innere Energie dndert sich nur durch Wirmestrom

(Z—u +divJ 0= 0 , it J 0 Wirmestromdichte
t

Bilanzgleichung fiir die Konzentrationen:

R

oc; | .. .
6_l+d1VJc‘ = E Vi W, mit J. =¢;V;
t 1 1

r=1

Einsetzen in:

K
Os Ou dc;
T2 =Ny
ot ot ;'u’ ot

liefert:
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X = divd +z g, zz Vel

i=1 r=1

/- Umformung der beiden ersten Terme auf der rechten Seite nach den

Differentiationsregeln der Vektoranalysis:

sei Y = l//(x, y,z) ein skalares Feld, und a = &(x, y,z) ein Vektorfeld. Dann gilt

< diviga)= (gradg)a +yuiva)
_

Skalarprodukt
oy /ox
. _ . __0a, Oay Qa,
mit grad =| d/dy | und diva = + +
ox Ody 0z
\ 0y/0z
Dementsprechend:
1.Term:
I, - . J ol = 1
—divJ, =div] — |- J, grad| —
T e { T ] 0% [Tj
"Produktregel" le( ) @ivv +vgradg mit gradgo:a_¢i +0_¢ j +6_¢ k
Ox Oy Ox

¢ : skalares Feld, v: Vektorfeld

2. Term:

Higivi =di| e |2 G orad] Hi ).
T T ST

Man erhilt:

gj dlv(jT]+ngrad[%j Zd ('UITLJ ii grad[ j ﬁ:ZR: Wik

i=1 i=1 r=1

mit A, = —Z MV, (Affinitét einer chem. Reaktion) erhélt man daraus:
i=1
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Vergleich mit: ? = —divJ g t 0 liefert:
t

J S —l[J 0 Z'ul J , Entropiestromdichte
i=1

g=J Qgrad( j ZJ c; grad( j + Z WAy , Entropieproduktionsdichte

0 : Summe von Produkten zweier Groflen

Veranschaulichung, daf} die einzelnen Terme von O positiv sind:

~ 1
1. Term: J, grad (Fj

Hl=

Xy
x Y

Wirmestrom in positive x- Richtung:
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fQ >0 wenn grad7 <0 bzw. grad[%j >0
Temperaturgradient verursacht Warmestrom: Fouriersches Gesetz (1811)
2. Term: —J ¢, grad (%)

Chem. Potential: M = ,ul-o (p,T) +RT Inc; p, T konstant

grad (%) = Rgrad(ln cl-) = R (:fxl (fiir eine Raumrichtung)
c

i

C A

x Y

dc;

<0=J, >0

Konzentrationsgradient verursacht Diffusionsstrom.

R
3. Term: ZW’—A’ Beispiel: monomolekulare Reaktion
r=1
ofy - k
Sl (_9 0 S2 k_+ = Keq

Wir hatten frither hergeleitet : A =RT ln;L1
2

A=RTIn 21
_S,
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A>0 fir k+Sl >k_S2 . d.h. k+Sl _k—SZ =w>0.

Allgemein gilt fiir die einzelnen Terme der Entropieproduktionsdichte:

o= ZfiXi = ZFlb'isse x Krdifte
i i

Beispiele fiir Krifte:
Temperaturgradient verursacht Wirmestrom.
Konzentrationsgradient verursacht Diffusionsstrom.

Chemische Affinitit # 0 verursacht Reaktionsgeschwindigkeit.

Andere Schreibweise fiir Entropieproduktion

erhalt man

J=ij rad(—T)—LZK:A y7s rad(—T)—lij rad(,u-)+ZR:WrAr
T2 Qg 2 . ¢; i 8 T 4 cig i -
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or=9= JSgrad ZJ grad ,ul Z -

@ : Rayleigh'sche Dissipationsfunktion: Ma6 fiir die Warmeproduktion infolge der im

System ablaufenden irreversiblen Prozesse.

12.3 Lineare phinomenologische Gleichungen

o=>J,X;
i

Die in dem Ausdruck fiir die Entropieproduktionsdichte stechenden GréBen J; und X; werden

als zueinander konjugierte Fliisse und Krifte bezeichnet.

J;: generalisierte Fliisse, X, : Generalisierte Krifte

Es ist empirisch bekannt, da3 eine Kraft X; nicht nur den zu ihr konjugierten FluB3, sondern

auch andere irreversible Verdnderungen hervorrufen kann.

J:

1

- X;

1

konjugierte Fliisse & Krifte waren

chemische Reaktion <« Affinitit #0

Diffusionsstrom « Gradient des chemischen Potentials/Temperatur
Wirmestrom < Temperaturgradient
Andere Moglichkeiten
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J b Jo } konj.

J elektrisch J Diff J elektrisch

aber auch: Die chemische Affinitit A; >0 einer Reaktion i kann eine andere chemische

Reaktion j mit A; <O antreiben (spéter ausfithrlicher).

Beispiel: Membrantransport

A’ B’
auBlen Al B

0 ~N__/

aber wenn Kopplung U

durch einen Carrier (Cotransport) / C

innen Al B! Al B’

Konzentrationsgradient AA = A" =A% >0 Kann bei stéchiometrischer Kopplung beider

Transportprozesse den Prozel Jp antreiben.

Es kann Jp >0 gelten, selbst wenn AB = B -B"<0 (Transport gegen

Konzentrationsgradient von B).
Allgemein gilt:

J; =J;(X,, X,)) FluB als Funktion der Kriifte

Gleichgewicht:
J; =0 wenn X; =0 firallej

Entwicklung in der Nihe des Gleichgewichtes

108



’ aX
(X o Xk entspricht hier AX j» AX, , da im Gleichgewicht: X iz 0)

Beschriankung auf kleine Auslenkungen

J; = ZL,-J-X j mit L,-j = :}‘(]‘ L.. : phinomenologische Koeffizienten

)

lineare FluB-Kraft-Beziehungen

g= ZJiX ZZL XX (Entropieproduktionsdichte)

gilt allgemem gilt nur in der
Niihe des Gleichgew.

Bedingungen fiir phinomenologische Koeffizienten

Spezialfall: es existiert nur eine Kraft X; #0,d.h. X; =0 fir i # j

J:LﬁXl.2 =L;>0

Die Hauptdiagonalelemente der Matrix der phdnomenologischen Koeffizienten miissen alle

positiv sein.

Ly fur (i # j), Kopplungskoeffizienten

Aus der Forderung der positiven Definitheit von o ergeben sich auch Bedingungen fiir die

Kopplungskoeffizienten.

Zerlegung der Matrix {Ll]} in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil
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L =%(L,-j +Lji)+%(Lij _Lji)
Abkiirzung:

[Sym ( ]) ; (Lij + le_ )’ Jantisym [l]] Z%(Lij _ le_)

Jsym (l]) [sym (]l) : Lantlsym[ ] _ antlsym[ l]

Lanusym

li]

(L - L )X x ZLXX ZL X;X; =0

Iy]

Der antisymmetrische Anteil tragt nichts zu o bei:

%,_J
Vertauschung der

Indizes

Es gilt demnach: o = ZZLS(y;nX iX;
U
— =

Algebra: Eine quadratische Form mit einer symmetrischen Matrix ist dann positiv definit,

wenn alle Eigenwerte der Matrix L™ (l]) positiv sind.

Beispiel: i, j =1,2

1
L, =(§11 11:12] (i) = 1 Ly 5(le +1y)
S E(le +Ly) Ly,

Berechnung der Eigenwerte:

(21, = AL ‘/1)‘%([42 +Ly) =0

1
~(Liy + L) A+ Iy Ly _Z(le +Ly) =0
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2
L+ L+ 1 2
Ajp =+ 1121/221\/[ 1121fz2j ‘L11Lzz+z(L12+lfz1)

Mja = Ly+ly, (L4~ L) + (L1 +Ly1)°
2 4 4
>0

Eigenwerte reell, und A; >0

Damit auch A, >0 muf gelten:

(L1 + L) > (L3 = Ly + (L + Ly )
4 4 4

2 2 2 2 2
Ly Ly  Luly Ly~ Ly Liyly +(L12+L21)
4 4 2 4 4 2 4

AL\Ly, >(Lyp + Ly )

Die Matrix der phinomenologischen Koeffizienten ist symmetrisch (Theorem von Onsager,

1931)

Ly =Lj, Onsagersche Reziprozititsbeziehung (folgt aus dem Prinzip der detaillierten
Balance, wird spiter behandelt).

Ist fiir die gesamte Theorie der irreversiblen Prozesse von grundlegender Bedeutung.
Wegen Lip =Ly folgtaus 4 Ly Ly > (L + Ly ) =4 Ly

2 _ .
LyLyy > Liy” =Lyplyy,  oder: LyyLyy = Lyply >0

Det(L; )>0
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Bedeutung der Onsagerschen Reziprozitits-Bedingung: L; =L

Reduktion der Anzahl der unabhéngigen phianomenologischen Koeffizienten.

Aber noch wichtiger: Immer dann wenn eine Kraft X j einen FluB J; hervorruft, gilt, dal auch

eine Kraft X; einen FluB J; bewirkt. Entspricht experimenteller Erfahrung.

Satz von Curie-Prigogine:

. 1 < 4 w A
og=Jy grad(;j—ZJci grad(?’j+2%
=1 r=1

N ;o
Vektoren

Vektoren Skalare

Es gibt vektorielle Prozesse (Diffusion, Wirmeleitung,....) und skalare Prozesse (chemische

Reaktionen)

Im Rahmen der linearen irreversiblen Thermodynamik gibt es in isotropen Medien keine

Kopplung zwischen vektoriellen und skalaren Prozessen.

skalare Strome sind nur abhéngig von skalaren Kréften

vektorielle Strome sind nur abhingig von vektoriellen Kriften

Konsequenz: weitere Reduktion der Anzahl von phinomenologischen Koeffizienten

(Kopplungskoeff.= 0)

z.B. keine Kopplung zwischen chemischen Reaktionen und Wirmeleitung

1 wlA
o=Jpgrad| — |+——
08 (Tj T
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Betrachtung eines raumlich 1-dimensionalen Systems: zur Veranschaulichung der

Unmoglichkeit der Kopplung skalarer und vektorieller Fliisse und Kréfte

B d(1), wiA_ JodT  wlA
o=Jy.—|=|* =- —+
T dx\T T 7?2 d&x T
o A
hierist J, =Jg ., Jp =w, Kraft X1=—Ld—T und Kraft X, =—
’ T2 dx T

Lineare phinomenologische Beziehungen hitten die Gestalt:

1 dT E—ﬁ
Jo =Lyl —— |+
0, x 11( 724 J Ly, .

N e

T2 dx T
. dr A
Wir nehmen an, dal — =0: Jo,» “LpU—
dx — T
Teil einer Sk:;;ar

vektor. Grifse

Wenn L;, # 0: "skalare Ursache" bedingt gerichteten FluB3, das wiirde gegen

Symmetrieprinzip verstofen

Also: Eine chemische Reaktion kann keinen gerichteten Flufl erzeugen.

Gilt nur in isotropen Medien (alle Richtungen gleichberechtigt).

Katchalsky (1968): Betrachtung nichtisotroper Medien, wo chemische Reaktion gerichtete
Fliisse hervorrufen konnen.

Wichtig fiir aktiven Membrantransport: z.B. K/Na-Pumpe
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Keine Symmetrie zwischen innen und auf3en.
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