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14.  Spezielle lineare phänomenologische Gleichungen 

 

∑=
k

kiki XLJ  , ,L XJ =  

ikL :  "Leitfähigkeitskoeffizienten", resultiert aus Terminologie bei Beschreibung elektrischer 

Phänomene. L Matrix der phänomenologischen Koeffizienten. 
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JX R=  ,      Vgl. Ohmschen Gesetz:  IRU ⋅=  
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14.1 Wärmeleitungsgleichung 

 

Bilanzgleichung für innere Energie (ohne mechanische Arbeit) 
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mit  konst.=L   folgt: 
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∆=graddiv :   Laplace operator  
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im linearen 1-dimensionalen Fall: 
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Das thermodynamische Potential U ist eine Funktion von T und V :        ( )VTUU ,=  , 

konst.=V  
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0>T , 0>L  , 0>Vc  0>⇒ λ  

 

Lösung der Wärmeleitungsgleichung für den 1-dimensionalen Fall 
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Anfangsbedingung:   ( ) ( )xxT Θ=0,  

Randbedingungen: zwei Möglichkeiten 

(1) Vorgabe der Temperatur an den Rändern, z.B. 0),0( TtT =  

(2) Vorgabe des Wärmeflusses an den Rändern, z.B. )(0
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Stationäre Lösungen: lassen sich leicht ausrechnen 
 
z.B. für langen Stab mit festen Temperaturen an den Enden 
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Lösung: 
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TTTxT L )()( 00 −+= , linearer Temperaturabfall 

 

Temperaturverteilungen zwischen zwei Kugelschalen, bei 1rr =  und 2rr =  gelegen, mit 
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Zeitabhängige Lösung 

"unendlich langer" und sehr dünner Stab 

Temperatur als Funktion von Ort und Zeit  : 

 

( )txTT ,=                 mit   ( ) TxT
x
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( )txTTT ,*+=  mit   ( ) 0→
±∞→x

txT ,
*    (Abweichung) 

 

 

 

 

 

 

Anfangsbedingung:   ( ) ( )xxT Θ=∗ 0,  

Randbedingungen:    ( ) 0,* =
±∞→x

txT    für alle Zeiten t.  

 

Lösung der eindimensionalen Wärmeleitungsgleichung für beliebige Anfangsverteilung 

der Temperatur  (mittels Separationsansatz, siehe Anhang, Hier: TT =* ) 
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Spezialfall: 

 

( ) ( )'' xTx δΘ 0=   Dirac'sche Delta-Funktion 

 

 

Es gilt: ( ) ( ) ( )∫ = 0fdxxfx '''δ    ,      woraus folgt: 
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14.2.  Diffusion und Elektrodiffusion 

 

Zugehöriger Term bei der Entropieproduktion 
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Wir betrachten nur eine bewegliche Komponente k 
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Existieren elektrische Felder und ist die Komponente  k  geladen, gilt: 
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
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kη : elektrochemisches Potential mit 

 

( ) ϕη Fz
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∑
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ln,  

oder in verdünnten Lösungen: 

 

ϕµη ⋅++= FzcRT kk
o
kk ln  

 

Dementsprechend können Diffusionsströme hervorgerufen werden durch 

Konzentrationsgradienten, Gradienten des elektrischen Potentials, Druckgradienten und 

durch Temperaturgradienten 

Wir nehmen zunächst an, dass in unserem System keine Druck- und Temperaturgradienten 

auftreten. Außerdem: Eindimensionaler Fall. Es treten nur Gradienten in x-Richtung auf. 

 

Linearer Ansatz 
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Wir hatten bereits abgeleitet: vcJc = . Demnach: 
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Proportionalität zwischen Geschindigkeit und Gradient des elektrochemischen Potentials 

Man erkennt: 0für      0v <>
dx

dη
 

Elektrodiffusion erfolgt aus Gebieten höheren elektrochemischen Potentials in Gebiete 

niedrigen elektrochemischen Potentials. 
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cd 1ln =     , erhält man für die Komponente k: 
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(dabei ist 
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ϕ−=    die  x-Komponente der elektrischen Feldstärke) 

 

Nernst-Planck-Gleichung:    Fluß ~kJ  Konzentrationsgradient 

    ~ Feldstärke 

 

Diffusion ungeladener Stoffe      ( 0=kz  oder 0=
dx

dϕ
) 

 

von der Nernst-Planck-Gleichung bleibt: 
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Der Zusammenhang   RTuD kk =    zwischen Beweglichkeit ku  und Diffusionskoeffizient 

kD  wird als Einstein-Relation bezeichnet. 
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In Abwesenheit chemischer Reaktionen gilt die Massenbilanzgleichung 

 

0=
∂

∂+
∂

∂
x

J

t

c kk                  (oder 
x

J
J k

k ∂
∂

statt  div ) 

 

mit (#) folgt:         0=








∂
∂

−
∂
∂+

∂
∂

x

c
D

xt

c k
k

k  

 

Für konst.=kD  

 

2

2

x

c
D

t

c k
k

k

∂
∂=

∂
∂

   , oder:   kk
k cD
t

c ∆=
∂

∂
   , 

2. Ficksches Gesetz (Diffusionsgleichung), hat die gleiche mathematische Gestalt wie die 

Wärmeleitungsgleichung  0
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Permeabilitätskoeffizient 

 

Spezialfall: Transport durch eine Membran: 
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Integration über die Membran 
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Transport stationär, wenn   00 =
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                                    Permeabilitätskoeff.= Diffusions. koeff. durch Dicke der Membran) 
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