14. Spezielle lineare phinomenologische Gleichungen

J;=Y LyX, ,J=LX,
k

L, : "Leitfdhigkeitskoeffizienten", resultiert aus Terminologie bei Beschreibung elektrischer

Phinomene. L. Matrix der phanomenologischen Koeffizienten.
Fall: n=2: (JlJ :(L“ l“j(le
Jo) Lo L)\ X,
L'J=X, mit L' =R
X =RJ , Vgl. Ohmschen Gesetz: U = R[]

L . o (R Rp
R: Reibungskoeffizienten, Widerstéinde: R=

Ry Ry

14.1 Wiirmeleitungsgleichung
Bilanzgleichung fiir innere Energie (ohne mechanische Arbeit)

3—” +divJ 0= 0, u . Dichte der inneren Energie
t

- 1
o=J,grad| —
0¢ (Tj
= 1
Ansatz: J, = L[grad T

ou + diV(Lgrad[lD =0
ot T

mit L = konst. folgt:
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u + Ldiv grad(lj =0
ot T

divgrad =A: Laplace operator =

L A(lj = —a_u
T ot

im linearen 1-dimensionalen Fall:

0° (1) 9(_tor\_ 2(or) 197
ox*\T) ox\ 7120x) 73\ 0x T? ox*
_
vernachldssigbar
bei hohenT

2 2 2
—% 62+62+62 T:—LATz—la—u
T-\0x~ 0y~ 0z

Das thermodynamische Potential U ist eine Funktion von 7und V :

V =konst.

Ou _ (a_uj ﬂ =cy or zeitliche Anderung von u
or \oT ), ot ot

damit:

T2 L = ot

bzw.: or -_L AT , Wirmeleitungsgleichung
at TZCV

2 2 2
G_T_/]( 9 + 9 + 9 JT =0 , partielle Differentialgleichung.
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(anzuwenden auf Skalar)

u=u(r,v),



T>0,L>0,¢ >0 = A>0

Losung der Wirmeleitungsgleichung fiir den 1-dimensionalen Fall

2 2
O_T_/] 9 7; =0 A : Temperaturleitfihigkeit, [A] = m
ot Ox min

Anfangsbedingung: T(x,O) = O(x)

Randbedingungen: zwei Moglichkeiten
(1) Vorgabe der Temperatur an den Réndern, z.B. 7(0,7) =7,

(2) Vorgabe des Wirmeflusses an den Riindern, z.B. (';_T =y, (1)

X x=0
Stationére Losungen: lassen sich leicht ausrechnen

z.B. fiir langen Stab mit festen Temperaturen an den Enden

0°T

2
X

=0, T(0)=T,, T(L)=T, (L Linge des Stabes)

Losung: T(x) =T, +(T, —TO)%, linearer Temperaturabfall

Temperaturverteilungen zwischen zwei Kugelschalen, bei » =7, und r =r, gelegen, mit
T(r)=T und T(r,) =T,
ebenfalls eindimensionales Problem, da Kugelsymmetrie

Laplace-Operator A = ii(rz —j, also

r* or
or or

Losung: T(r) =C, +&, Einsetzen in Randbedingungen liefert C, = M, C = Yiz _711
r h=h -
hLoh

Hyperbolischer Temperaturabfall
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Zeitabhingige Losung
"unendlich langer" und sehr diinner Stab

Temperatur als Funktion von Ort und Zeit :

T =T(x,1) mit T (x) =T
X — oo
T=T+T (x.1) mit T (x,t) ~ 0 (Abweichung)
X - too
O(x)
| > X
0

Anfangsbedingung: T(x,0) = ©(x)
Randbedingungen: T~

Losung der eindimensionalen Wirmeleitungsgleichung fiir beliebige Anfangsverteilung

der Temperatur (mittels Separationsansatz, siche Anhang, Hier: 7% =T")

[ _(x'—x)z
T(x,t)=1/4+w J.@(x')e A gyt

Spezialfall: 3(x)

Q(x') =Ty 5(x') Dirac'sche Delta-Funktion

X
0
Es gilt: J-J(x')f(x')dx' - f(O) ,  woraus folgt: f(x)
&x)
X'
0
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2

X
X
T(x,1)= \ 2oty 10 4 T(x)

ergibt sich
—

! e V4Ar Gauss-Funktion

) 1 AU / 1 1 AN
Vergleich: T\x)= e =, |—.—e
& ( ) 20 27‘[\/2/1t

o=\2At; o*=2

14.2. Diffusion und Elektrodiffusion

Zugehoriger Term bei der Entropieproduktion

K U
og=) JcAgrad(——’J
= T
Wir betrachten nur eine bewegliche Komponente k

Je, =Ty = Ly X,
wobel X, = grad(—%)

Existieren elektrische Felder und ist die Komponente k geladen, gilt
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- 7
X, = grad(—%}

17, : elektrochemisches Potential mit

n
M = g (psT)+ RTn—F—+ 2, F¢

Z”j
j=1

oder in verdiinnten Losungen:

N = Mg +RTncy + 7, F [

Dementsprechend konnen Diffusionsstrome hervorgerufen werden durch

Konzentrationsgradienten, Gradienten des elektrischen Potentials, Druckgradienten und

durch Temperaturgradienten

Wir nehmen zunichst an, dass in unserem System keine Druck- und Temperaturgradienten

auftreten. Aulerdem: Eindimensionaler Fall. Es treten nur Gradienten in x-Richtung auf.

Linearer Ansatz

J=LX=-L grad(%)

da T = konst . vorausgesetzt: J = _£d_/7
T dx
. . . _ _ L d,7
Wir hatten bereits abgeleitet: J. =cv. Demnach: cv = e
X

vV=—u—-r, u: Beweglichkeit
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Proportionalitit zwischen Geschindigkeit und Gradient des elektrochemischen Potentials

dn

Man erkennt: v>0 fir —<0
dx

Elektrodiffusion erfolgt aus Gebieten hoheren elektrochemischen Potentials in Gebiete

niedrigen elektrochemischen Potentials.

J=—ucili—,7 . /7=,L10(p,T)+RTlnc+zF¢
X
daher: J —uc(RT% +zF @]
X dx
Wegen dinc _1de , erhdlt man fiir die Komponente k:
dx cdx
de .
Jp = —ukRTd— u i Fep —— Nernst-Planck-Gleichung
X
.. dg .. . ..
(dabei ist E, = —d— die x-Komponente der elektrischen Feldstérke)
X

Nernst-Planck-Gleichung: Fluf J, ~ Konzentrationsgradient

~ Feldstarke

dg

Diffusion ungeladener Stoffe  (z; =0 oder d_ =0)
X

von der Nernst-Planck-Gleichung bleibt:

dex dey

=-Dp—— (#)

J, =—u,RT
k k x dx

Der Zusammenhang D, =u; RT zwischen Beweglichkeit u; und Diffusionskoeffizient

D, wird als Einstein-Relation bezeichnet.
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In Abwesenheit chemischer Reaktionen gilt die Massenbilanzgleichung

9y | 9y

=0 (oder divJ, statt Yy )
o ox Ox

. ack 0 ack
(@) folg: k4| _p %k |=g
mit (#) folg a1 ax( "axj

Fir D, = konst.

Oc
,oder: —%=D,Ac,

o1 kBCx
2. Ficksches Gesetz (Diffusionsgleichung), hat die gleiche mathematische Gestalt wie die
0°T

Wirmeleitungsgleichung %—f -A 0—2 =0.
X

Permeabilititskoeffizient

Spezialfall: Transport durch eine Membran:

inn_en Membran auBen
i
Ck Ck

<Y

J= —D% Nernst-Planck-Gleichung fiir ungeladene Stoffe
X

Integration iiber die Membran

0 Od
c .
Jdx=-D, | —dx =-D\c* - ¢ *
| 4 ee=c)

—-d -d
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Oc

J
Transport stationédr, wenn 6_ =0 = 6_ =0 (keine Konzentrationsverdnderungen),
t X

also J; =konst. (unabhingig von x)
0 0

dex=dex=Jd

-d -d

Einsetzen in (*) gibt Jd = —D(c" —c! ), bzw.

J = —%(c“ —ci): P (ci —c“)

Permeabilitdtskoeff.= Diffusions. koeff. durch Dicke der Membran)

J = PAc

MafBeinheiten:

[D]= [?ﬂ _ (];/Iglj _em’

azc Mol Ky
al | 1em’

P= % = [P] =an ("Geschwindigkeit")
s
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