15. Gleichgewichtszustinde an biologischen Membranen

innen Membran auBen

M1 m | @

>
X

x=-d x=0

Innen und auBlen: wissrige Losung von geladenen oder ungeladenen Stoffen, fiir die die

Membran in unterschiedlichem Mal3e permeabel ist.

Betrachtung der Ortsabhingigkeit nur in x-Richtung: Hinreichend gute Ndherung, wenn die

Membran nicht zu stark gekriimmt ist.

Gleichgewichtszustinde: Wichtiger Grenzfall, lebende Zelle allerdings stets im
Nichtgleichgewicht; einige Prozesse, i. a. die sehr schnellen Prozesse, konnen aber als sich im

Gleichgewicht befindend angesehen werden.

Annahme: Keine chemischen Reaktionen, keine Temperaturgradienten.

X, = —grad(%‘j : bleibt nur der Gradient des elektrochem Potentials (dividiert durch 7T) als

Kraft, mit

M = gk(P,T)+RTlnn7k+ 21 F¢, oder:

M = My + RTncy + 2, Fg

15.1 Nernst'sches Gleichgewicht

Zu beiden Seiten der Membran befindet sich die wissrige Losung eines Salzes, das

vollstidndig in Ionen zerfallen ist. Die Membran sei fiir die eine lonensorte k permeabel.
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Im Gleichgewicht: keine Gradienten der elektrochemischen Potentiale

grad(n,)=0 .dh. n'=n" ., An, =ni -nf =0

Aan, =) + 7, FAg + RT Inc,

i
mit: Alnc; =Inc; —Incy =1n—’;
Ck

i
folgt: 0= Auf +z, FA$ +RT On“k
Ck

RTInk =24 - 2, FAp
Ck

Sind die Eigenschaften des Losungsmittels in beiden Teilsystemen identisch gilt:
ol _(,0f 0_
(//k)g —(//k)" Mt =0

und demzufolge:

i:exp(ZkF(ii _¢a )J

Cr T

Nernst-Gleichung
L ; RT . ¢
andere Schreibweise: A¢ = @' —¢“ = e

ZkF C/l<

A¢ : Nernst-Potential.

Maleinheiten:
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% = $o =26,/mV bei T =310K

a i _ ga
C—If = GXP(MJ kann entwickelt werden fiir ﬂ <<1

Ck 0 0

15.2. Donnan-Gleichgewicht

innen auBen

Co3(c") )

) )’
X=-d x=0

¢, - Konzentration impermeabler geladener Stubstanzen P, z. B. Proteine (negativ oder

positiv). P nur nur innen

+ - . . . .
¢, ¢ :lonenkonzentrationen, jeweils innen und auflen

Die Membran sei sowohl fiir Anionen als auch Kationen permeabel.

Die Anwendung der Gleichgewichtsbedingung fiihrt auf

. +’i _3i
A¢:¢l—¢a:—ﬂlnc+ :RTlnC_
F C s F C s

Daraus folgt

+,i -.a

C C

+.a =

C C

=r , Donnan-Quotient

In beiden Kompartimenten muf3 Elektroneutralitiit herrschen.

. +. -1 .
nnen: ¢ =cT +2 »Cp =0 z,, : Ladungszahl der Proteine

+ p—
auBen: e =74 =0
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+,i 0 0
C +.i - C
= dh. ¢ =rcy und ¢ '=

c ¢

r

Einsetzen in Elektroneutralititsbedingung fiir Innenraum:

0
i i _ 0_¢ —

c c +zpcp—0 , rc . +zpcp—0

Z,C
r?=+ Ll G-1=0

c

<pCp ZpCp g N o :
r=-—% 0 +1 , "Minus-Losung" ohne physikalische Bedeutung, weil

2c 2c

r >0 (Konzentrationsverhiltnis)

2
Z,C Z,C
A¢=—Elnr=—RTln -2 Py PP+
F F

2¢0 2¢
AP Donnan-Potential (1911)
Diskussion:
z, =0: r=1, ¢ ="
e =t Pzl ot =0 =0
+,i 0 +,i
c c c C -
z,>0: r<l , rr<1 , r?= 0D__= <1, c¢M<c™
c ¢
Positive Ladungen des beweglichen Ions
® . +
werden abgestoflen +
o © +
+ + =+
® ® +
H_J
U=c

Ahnlich: Zp <0: r>1, cHis et
Positive Ladungen des beweglichen Ions werden angezogen.
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Koionen: Haben Ladungsvorzeichen wie Proteine
Gegenionen: Haben entgegengesetzte Vorzeichen

Im Innenraum wird die Konzentration der Gegenionen wird erhoht, im AuBlenraum verringert.

15.3 Elektrische Doppelschichten an der Membranoberfléiche

Bisher wurde vorausgesetzt, dass innerhalb der Kompartimente keine
Konzentrationsgradienten auftreten. Das ist streng genommen nicht erfiillt. Besonders dann
nicht, wenn Membran selbst elektrisch geladene Komponenten enthélt (z.B. ist Phosphatidyl-

Serin negativ geladen).

duBere_Membran

- ®
geladene Membrankomponenten: Fixladungen

- (im Gegensatz zu beweglichen Ladungen)

SN

IIII><
Il
o

D ®

£ 13

m
Ausbildung einer Doppelschicht: Schicht der Fixladungen + diffundierende Schicht der

Elektrolytionen.

elektrochemisches Potential: 77, = ,u,? + RTInc;, + 7, F [P

grad(l]k ) =0=RT dincy + ZkFﬂ =

(bei Vernachldssigung von Druckgradienten)

im folgenden ist nur eine Raumrichtung (x)interessant

Integration: RTlnc, (x) + 7, F ¢(x) = C = konst.
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C ZkF .. C ~
Inc, \x)=——-—"—¢(x) , Abkiirzung: — =¢
()= = gl) R
ZkF ZkF
s g(x) - g ()
clx)=ef e R =5, @ KT ()

C, =cp bei g=0

Da nur Potentialdifferenzen definiert sind, wéhlt man den Nullpunkt von ¢ so, daf3 gilt:
¢ =0 fir x >0 =¢ =c

Aus (*) 146t sich der Konzentrationsverlauf berechnen wenn ¢(x)bekannt ist

Aus den Gesetzen der Elektrostatik folgt:

2
d_¢ -_P (x) Poisson-Gleichung

dx> &€,

p(x) - Ladungsdichte am Ort x, beinhaltet Fixladungen + bewegliche Ladungen der

Elekrolyten
d*¢ 1
I —g (pﬁx (x)+ Lpens (x))
) . A(x)
Voraussetzung: Fixladungen nur an der Auflenseite der Membran.
X
Pfix = Ué(x) , 0 -Funktion x=0

Wegen I I(x)dx =1 d( x ) hat die MaBeinheit 1/cm

—00

o ist die Flachenladungsdichte
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Regeln der Elektrostatik in Substanzen:

An geladenen Grenzflichen zwischen Medien mit unterschiedlichen Dielektrizitdtskonstanten

gibt es eine Unstetigkeit der elektrischen Feldstirke E =-d@/dx

Es muf} gelten:

dé d¢

E, — =&
dx

g
+— bei x=0
" dx

x—+0 80

x--0

Wegen ¢€,, =5, £ =80 erhilt man niherungsweise

Fiir x >0 tragen nur die beweglichen Ladungen des Elektrolyten zur Ladungsdichte bei:

“5E 400
Prew = FZ Lk Cxk (x) = FZ chlzoe RT
k k
also folgt:
2

% =-£ zkc,‘:’exp[— Mj , Poisson-Boltzmann-Gleichung
dx & T RT

. . . RT
Fiir kleine Potentiale |¢(xx <<|—, d.h. |¢| <<26mV

erhélt man durch Reihenentwicklung der e-Funktion
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_¢ e L
dx? EE, ngkFck +Z( EEGRT ] ( )

=0

1. Term verschwindet, da in groler Entfernung von der Membran Elektroneutralitit vorliegen

muss

22 o
F
mit der Abkiirzung: & 2 ZM
erhilt man:
d ¢ _
=K ¢ (#)
dx?

K trigt die MaBeinheit Linge™

Ap = 1 : Debye-Hiickel-Linge.
K

0 _ o _ o EEGRT
Bei einem 1:1-wertigen Elektrolyten findet man wegen ¢, =c_ =c¢ : Ap = 1 %o

Mit zunehmender Elektrolytkonzentration ¢ nimmt die Debye-Hiickel-Linge ab.
Die Differentialgleichung (#) hat die Losung:
#(x)=o(0)e ™™ (Losung @(x) = (0)e™ scheidet aus, da sie divergiert)

¢(0) : Oberfldchenpotential (x)
\

X
; 0 (0)<0

unter Beriicksichtigung der Randbedingung:

I,
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a9 __9 . —¢(0)Ke _Kx , 0 - Flichenladungsdichte, folgt
dx &€ x=0

2 - ¢(0) , ¢(0) hat das gleiche Vorzeichen wie o .
EE K

Fiir das Potential folgt als Losung:

+ 0 _i¢(x)
wegen cj (x)=cpe BT

falls 0 <0: ¢(x) <0: Anhdufung positiver Ladungen an der Oberfldache

Berechnung des Potentialverlaufes auf der Grundlage der nichtlinearen Poisson-

Boltzmann-Gleichung

Wir beschrinken uns auf den Fall ein-wertiger Ionen:

w( _F9 L
d2¢=_FC e RT  _ RT
2
dx €0 (T z=+l) (T z=—1)
=2 sinh(F¢j
€€, RT
Einschub:
_ule
P=F) zyc;y ¢ =cfe KT
k
X _ X X4,
sinhx:e ¢ , coshx=e ¢

das ist eine nichtlineare Differentialgleichung, die etwas schwieriger zu integrieren ist.
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Multiplikation beider Seiten mit fi—¢ :
X

ag(d’¢ :Esmh(ﬂ’jd’i’
RT

dx \ dx? &€ dx

2 %
1d(dpY _d(2RTe” (g
2.dx\ dx dx| &£, RT
das 146t sich direkt integrieren:

l(d—¢j2 = —ZRTCOO Cosh(F—¢j +C
RT

2\ dx €

weil fir x - oo gilt ¢ - 0 und L:Z—¢ - 0 und wegen cosh(0)=1 folgt:

by
2 00
l ﬂ = 2RTc cosh F_¢ -1
2\ dx € RT
a 2
weiterhin gilt cosha -1= 2(sinh[ED und damit:

l(@jz _ ARTc” sinh(F—¢j 2
2lde) e 2RT

2 -2 o 2 o0 ) 2p22
F
. EERT  F=1 &&HRT &€ F?2

und damit
2 222 2
Q _ 4k “R“T sinh F¢
dx F? 2RT
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a9 - 2KRT sinh Fo , Losung mit +-Vorzeichen wiirde divergieren
dx F 2RT

Um den Potentialverlauf zu berechnen ist noch eine Integration erforderlich.

Das Oberflichenpotential 1463t sich aber bereits jetzt ausrechnen:

Randbedingung: a9 -9
dx x=0 &8
damit: 9 - 2KRT sinh[F—¢j
&€ F 2RT

sinh L2 |=__9F
2RT ) 2KRTeg,,

Bildung der Umkehrfunktion:

#(0)=

2RT . oF
arsinh| ————
F 2KRTEE,
bei Betrachtung kleiner Oberflichenladungen: Reihenentwicklung der arsinh-Funktion:

arsinhx L x

¢(0)D2RT oF -
F 2KRTeg, EgyK

(entspricht der oben angegeben Losung fiir den linearen Fall)

Den vollstindigen Potentialverlauf erhélt man durch eine weitere Integration:

dg _ _2#RT . ( F
dx F 2RT
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. a _ -a
Integraltafeln: I _da =1In| tanh a mit tanha = SIlhg _ e —e
sinha 2 cosha o9 +¢79
es folgt:
Fg(x) F$(0)
e 2RT 41| ¢ 2RT —1
Kk =In

Fg(x) F¢(0)
e 2RT —1| ¢ 2RT 41

Das 146t sich nach ¢(x) auflosen, obige Gleichung reicht aber zur Darstellung des
Potentialverlaufes:

d(x)

lineare Néherung

nichtlin., exa

Y
>
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