16. Nichtgleichgewichtsprozesse an biologischen Membranen
Nernst-Planck-Gleichung:
de d¢
Jp =—u, RT ——u, 7, Fep, —
k k dx k<k* “k dx

oder mit Ersetzen der Beweglichkeit u;, =D, /RT durch Diffusionskoeffizient

das war die Folgerung aus der linearen Beziehung J. =J; =Ly X} = Ly grad(—%}

mit ka =Ckl/lkT und Uy =Dk/RT

Membran
Geometrie: fhnen ‘E aulBen
x=-d g x=0 X
: =
d
Diffusion ungeladener Stoffe:
aus der Kontinuitdtsgleichung ai + aJ—k =0 folgt
ot Ox
de
J, =-D;, —
k Ky

und .?Jkdx:—Dk Tdidx:—Dk(CZ _Clic)
2 o, dx

. . D : ;
und im stationdren Fall: J, = —71‘ (c,? —cp ) =-P, (c,? —cp )
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wobei sich aus ¢ >c¢; “J, <0 ergibt

16.1. Diffusion von Ionen

d D o e o .
eswar J;, =-D, Tk i Fey a9 und wird jetzt mit Trick integriert
dx RT dx

wF¢
Multiplizieren beider Seiten mit e K7

uFo uFo
Jee R =-p, d&.kz_kFckﬁ ¢ RT
dx RT dx
ZkF¢ ZkF¢
Jke RT :_Dk_ Cré RT
X

Annahme stationirer FluB: J, = konst. (unabhédngig von x) — Integration

0 ufd T @'
Ji je RT dx=-D;|cie RT —cre RT (*)
~d

Auf der linken Seite kann die Integration vorerst nicht ausgefiihrt werden, da ¢(x) innerhalb

der Membran nicht bekannt ist.

Bestimmte Schliisse lassen sich aber doch ziehen:

Ussing’sche Gleichung

Aus (*) folgt, dass sich der NettofluBl J, aus der Differenz zweier Elementarfliisse ergibt:

Jk =J]z(_>a _JI?—J
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0 ufF¢
Benutzt man fiir das Integral die Abkiirzung [ = je RT dx

-d
erhélt man:
D ZkF¢l ZkF¢a
J; =—kc,’{e RT __kcge RT
Ji—»a Ja—»i
fiir ¢f =0 gilt dann: J, =J;~¢ (plausibel)

fiir ¢, =0 gilt dann: J, =—-J/~"

Fiir das Verhiltnis der Elementarfliisse findet man

% F(¢"—¢“) . FAp

i->a
Ti RT =Sk, RT

J]?—pl

l

C
=_’; e

Ck

Das ist die Ussingsche Gleichung (Ussing 1949). Das Verhiltnis der Elementarfliisse ist
unabhiéngig vom Integral / und damit vom speziellen Potentialverlauf durch die Membran.

Die Elementarfliisse sind mef3bar mittels radioaktiver Isotope.

P _arae
Spezialfall: J, =0 folgt: c—’; =e¢ RT  Nernst’sche Gleichung
Ck

Goldman-Gleichung

Goldman integrierte die Elektrodiffusionsgleichung (*) unter der Annahme, dass die

Feldstirke innerhalb der Membran konstant ist

Membran
E = —@ = konst.
dx
2
bow, L2 =P _0 a0 p=0
A’ &

143



also gilt:

¢:¢“—(¢i—¢“)§=¢“—ﬁ¢§ fir —d<x<0

(x=0-¢=¢%x=-d - p=¢")

Damit 146t sich das Integral berechnen:

. F ¢a—A¢xj

0o %F? o ¥ [ d

I=Ie RT dx=je RT dx
-d —d

ZkF¢a 0 _ ZkFA¢x
J=e RT J‘e RT d gy
-d

wF°] oy Fap ]

[=—¢ RT |, RT d RTd , .[e_Ax=—l o
ZkFA¢ A
-d
ZkF¢a ZkFA¢
I=-¢ KT |1-, k1 | RTd
3 FAP
uF¢' o F g

Beriicksichtigt man dieses Ergebnis in der Gleichung J, = Tk cle RT —c8e RT

ergibt sich:

S F SFpt ) g Fe° yFag\™!

sz——DkaFA¢ cie RT —c8¢ RT lp RT |]—¢ RT
RTd

mit Dy /d = P, und Zusammenfassung der e-Terme ergibt sich:
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2 FAp 2 FAg\ ™!

Ji =—PkZI’;§A¢ ¢l —cle RT |1-¢ RT (#)

Diese Gleichung beschreibt die IonenfluBdichte J, in Abhingigkeit von den
Tonenkonzentrationen ¢ und c,i und vom Membranpotential A¢. Sie kann auch dazu

verwendet werden, den Permeabilititskoeffizienten unter beliebigen Bedingungen (A4¢ #0)

mit Hilfe von IsotopenfluBmessungen zu bestimmen.

Fiir 4¢ — 0 wird der Nenner in der Gleichung fiir die IonenfluBdichte singulir, aber mit der

Niaherung e 01+ x folgt

Pz FAp WA FAg\”
Ji L e cy —c,ie RT 1-1-2k2F = Pk(c,i—c,f)
RT RT A¢=0
(wie gefordert fiir ungeladene Stoffe)
Mit der Abkiirzung u = Fa erhilt man:
RT
¢ —che K j
‘]k = Pk Zru
(=)
Verlauf der Funktion J, (A@) fiir z, >0:
J o>c?
C/'<CG
Ad
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Da im Ruhezustand kein Strom durch die Membran flie3t, mufl der Ladungstransport durch

Kationen und Anionen ausgeglichen sein und es gilt:

DJIxk= D4 bzw. I=F) 7,J, =0
k

Kationen Anionen

wobei [ hier die Stromdichte ist. Diese Summation ist iiber alle permeablen Ionensorten zu

erstrecken. Angenommen, wir haben eine Membran, durch die nur K*, Na* und CI  flieBen,

dann gilt:

Jk *Ing = I =0

und damit
a i u a i u a i —u

Cx —Cge CNg — CNg€ Ccop —Ccre

PKM K K +PNal/l N, N, +PCll/l cl C;l =0
1-e" 1—e” 1-e "

e . !l—e”’ . L 1-e" "

Multiplikation mit liefert unter Beriicksichtigung von ——=-e
u 1-e

a i u a i u a u i |-
PK(CK_CKe )+PNa(CNa_CNae )_PCI(CCle _CCl)_O

Auflésen nach e :

FA$
e” —e RT

a a i
_ Pk * PnoCna + Foice
i i a
Pxcg * Pyycng T Foicc

a a i
- RT | Frex * Pyaca + oo , Goldman-Gleichung

49

i i a
F Pxck + Py,Civg + Poiccr

Diese Gleichung geht auf Arbeiten von D.E. Goldman (1943) sowie von A.L. Hodgkin und B.

Katz (1949) zuriick. Die Goldman-Gleichung stellt gewissermallen eine verallgemeinerte
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Nernst-Gleichung dar, wobei die Beitrige einzelner Ionensorten nach dem Permeabilitits-

koeffizienten P, gewichtet sind.

Im Grenzfall Py >>Py,,Pr; (Membran iiberwiegend K'-permeabel) geht die Goldman-

Gleichung in die Nernst-Gleichung iiber:

= Elni

F Cx

A¢

Die Goldman-Gleichung ist trotz der bei der Ableitung benutzten Einschrinkungen von
grofer Bedeutung. Thre ndherungsweise Giiltigkeit ist durch unabhidngige MefBungen der

Permeabilititen in Isotopenflu3-messungen nachweisbar.

Die allgemeine Form der Goldman-Gleichung fiir beliebig viele Kationen und Anionen

lautet:

a i
_ RT In Z PKationcKation + Z PAnioncAnion

A¢ :
i a
F z PKationCKation + z PAnionCAnion

Berechnung des Konzentrationsprofils innerhalb der Membran

d D
Ausgangspunkt: J, =-D, % —R—;Zk Fc,, %

wir nehmen wieder an, dass Feldstiarke innerhalb der Membran konstant ist:

p=p-lp -9 )i =p - 09" aami: =2

d, F
alsoist: J, =—Dk(&_c Xk A_¢j

de N RT d
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dck

=dx
4 FAP _Jy
|l |
RTd D,
. . N . o dy _1
Bei Intergration erhélt man auf der linken Seite ein Integral vom Typ: I b —ln(ay - b)
ay = a

unter Beriicksichtigung der Randbedingungen ¢, (0) =ci, ¢ (— d ) = c,i , Adcy, = c,i — ¢y folgt

eXp(Zk Féqu;(;c ! d)j -1
) =cp ~ Ay

Ck (.x
exp LFZM -1
RT

fiir ¢ > @* ist cf <cf

fiir A¢ #0 erhilt man ein

nichtlineares Konzentrationsprofil

also keine Elektroneutralitit innerhalb der Membran.

x+d

Grenzfall A¢ =0: mit ¢! O1+A folgt Cp (x) =cl = A, lineare Fkt. von x

16.2. Transport durch elektroneutrale Membranen

Es gibt noch eine andere, erstmals von Planck (1890) angegebene Integration der
Elektrodiffusionsgleichung.

dex _Di g 49

7. Fe, —
Fax RrEE

J, =—
k dx

Es wird wieder eine spezielle Annahme gemacht: Nicht nur in den homogenen

Kompartimenten, sondern auch innerhalb der Membran besteht Elektroneutralitéit
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Anionen: z; =—1, Kationen: z; =+1 (also z.B. Salz, dass in 2 einwertige Ionen zerfillt)

i

Es gelte: innen: ¢, =c. =c¢' , auBen: c¢f =cf =c“

in Membran: ¢, (x) =c_ (x) = c(x) fir —d<x<0

Jo __des_cF dp
D, dx RT dx

D_ dx RT dx

J- = _dC__ +_C_F@

mit obigen Annahmen ergibt die Addition bzw. Subtraktion der beiden Zeilen

J_++L = —Qﬁ (1)

D, D_ dx

J_+_£ = —zi@ (2)
+ D_ RT dx

unter stationdren Bedingungen gilt: J, = konst. und J_ = konst.

daraus folgt mit G1.(1) % = konst. (konstanter Konzentrationsgradient)
X

damit ist ¢ darstellbar als ¢(x) = ¢* A Ae=cl-cty =2

fiir GI. (1) gilt dann: 1 J—++£ =£ (1%)
2\ D, D_ d

und GI. (2) ergibt durch Umstellen

Je o RT
dx

b, D- j ZF(C“ —Ac;]

Q:_(L J_

Durch Integration folgt
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s @29

— Al _ a — J+_
A=0 -9 (D OF Ac @

J_JRTd ¢!
. D._

Mit den Gleichungen (1*) und (2*) hat man zwei Gleichungen zur Bestimmung von
J,und J_.

Man erhilt:
Jy = D+% 1+L¢i
RTIn<—
cCl
J_= D_% 1—%
RTIn <
cCl

J_= _ézD_Ac
d

Ap =@’ — g% falls Ag >0;¢' > ¢ positive Ionen werden nach auBen gedriickt

16.3 Diffusionspotentiale (aus Planck'scher Integration)

Im stationédren Fall (Fliisse nicht unabhéngig)

J,=J_=J daElektroneutralitit gewahrt bleiben muf}

p, el 1B |, Bel, FBp
d RTIn< d RTIn€-
C ca
D+ D+FA¢: _p__D-Fag
RTln < RTIn €
Ca C
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Auflosen nach A¢ liefert

_ i
A¢ = —E(Mjlnc— ,  Diffusionspotential

F\D,+D_) ¢

korrespondiert mit der Gleichung

RT | P.ci+Pct

Ap="—1nE 7= Jus dem Goldman'schen Ansatz
F  Pcl+Pct

mit P =D/d

In beiden Ansitzen entsteht ein Diffusionspotential nur dann, wenn sowohl D, # D_ als

auch ¢’ #c¢%. AuBerdem geht fiir sehr hohe Permabilitit von einer Ionensorte, dass
Diffusionsprotential in das Nernst-Ptwntial dieser Ionensorte iiber.

Einsetzen von 4¢ in

J+:D+£ 1+L¢i :J_:D_%l-i{ =J
RTIn ¢ RTIn ¢
c? c?
liefert
=D, %[ 1-2e= D) Aef 2D |,
d\ D,+D. d\ D, +D._
Jo=p X[+ 2e= D Aef 2D. |,
d\ D,+D. d\D,-D._

Fiir den gemeinsamen Transport von Anionen und Kationen ergibt sich ein effektiver
Diffusionskoeffizient.
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1 _De+Do_1(1 1
Def“f 2D+D_ 2 D+ D_

Annahme D, >D_

+—<—+

.t _2
D, D. D. D. D

D_<D,; , dhnlichfolgt: D, > D,

Richtung der Transmembranpotentials so, dass langsam diffundierende Teilchen bescheunigt
und schnelle gebremst werden.

16.4 Membranwiderstand

Da Diffusion von Ionen mit Ladungstransport verbunden =>elektrische Stromdichte 7

ES gllt Ik = ZkF‘Ik
Jk = —Dk(d&+—cksz %j
dx RT dx

dc cr 2 F? dg
Iy =—Dygy F—X -p, Kk - =T
k R dx ORT  ax

,,{L]:_Eggl__@

Dkzkzeck ¢, dx ziF dx
- _ RT dlnck _@
uF  dx dx
Durch Integration folgt:
i
I, J‘ Rg"d;c _RT In Cka + A9
S Dea Frelx) alf o
" RTdx
Mit den Abkiirzungen: R, = I s
Sy Dz F oy (x)
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I
E, = RT RT | Ck
ZkF Cka

IR, =E, +A¢ *) Gleichgewicht: I, =0

E, =-A¢ RT |\ = _pg
k ZkF Cka

Versteht man unter R, den Membranwiderstand, entspricht *) dem Ohmschen Gesetz.

LR, =Uy Uy =E, +A4¢

Strom wird durch zwei Spannungsdifferenzen hervorgerufen.

1) Membranpotential A¢

2) Spannungsdifferenz E, , die durch Konzentrationsgrad hervorgerufen wird

E, : Elektromotorische Kraft, entspricht dem Nernst-Potential der Ionen

Zur expliziten Berechnung des Widerstandes muf} c(x) bekannt sein. Verwendet man den
Ausdruck, der aus der ,,constant field*“ Ndherung folgt, ergibt sich:
i
re
RT*(1-r)in| =&
a
- , %k

sz£F3A¢(c,? —rc,i{)

ZkFA¢j
RT

mit r = exp(

Ohne Konzentrationsgrad. c,iC =cf =¢, folgt:

RT __ d
Rk = Rk - 22
Pkazeck UkaF Ck

Mit G, = RL erhilt man die Leitfahigkeit.

k
G PkaFZ Dk = I/lkRT
KTORT k RT
p, =2
d

1[47 oY)
PkaF Cr
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