0 Einleitung

Felder sind die grundlegenden GroRen der Elektrodynamik. Elektromagnetische Felder
E(F,t) und B(F,t) werden durch die Kraft F definiert, die sie auf eine Ladung q austiben.

F=q-E(F,t)+q A B(F,t)
c
(GauBsches MeRsystem)
r - Ortsvektor
V - Geschwindigkeit der Ladung
¢ - Lichtgeschwindigkeit

Die Bewegungsgleichungen fir Felder heilRen Feldgleichungen.

Sie sind partielle Differentialgleichungen, die das raumzeitliche VVerhalten der Felder
bestimmen. Die Feldgleichungen des elektromagnetischen Feldes sind die
Maxwellgleichungen:

divE = 47zp rotE+1 %8 _ o
c ot

divB =0 roté—lﬁ:tl—ﬂi
cot ¢

Die Ladungsdichte p(F,t) und die Stromdichte j(F,t) sind die Quellen des Feldes.

Die Maxwellgleichungen beschreiben Naturgesetze (und sind streng genommen nicht aus first
principles ableitbar). Die Vereinigung der Beschreibung elektrischer und magnetischer
Phanomene in den Maxwellgleichungen ist eine Leistung, die auch mit vereinheitlichte
Theorie benannt wird.

Im statischen Falle reduzieren sich die Maxwellgleichungen und zerfallen zu

divE = 47p rotE =0
divB =0 rotB =4—”T
C



1 Mathematische Vorbetrachtungen
1.1 Skalare, Vektoren

Wir betrachten GroRen und deren Veranderliche im Raum (und in der Zeit). Diese lassen sich
zweckméRig durch Skalare oder VVektoren darstellen

Skalar: Grolie, die durch reelle Zahlen ausgedriickt werden kénnen (z.B. Masse, Ladung,
Temperatur,...)

Vektor: Grof3e, die durch eine Zahl und eine Richtung im , [¢ Uy
Raum charakterisiert ist (z.B. Geschwindigkeit, y u=|uy
Beschleunigung, Kraft, elektrische Feldstérke,...) « Uz

(hier allgemein U genannt)

Spezielle Vektoren: Einheitsvektor — Lange 1, Nullvektor — L&nge 0

Operationen

Uq a-up
Multiplikation von Vektor mit Skalar: a-t =a-|u, |=|a-u,
us a-us

Darstellung: U =uj-€ +Uy-€p +U3-E3
mit €;,€,,€3 drei linear unabhangige Vektoren

Speziell kartesiches Koordinatensystem: rechtshandiges System rechtwinklig
aufeinander stehender Einheitsvektoren (auch i, j,k )

Multiplikation von Vektoren
1. Skalarprodukt (ergibt ein Skalar): a-b =a|-|b|-cos¢  mit 0< ¢ <7, fiir den von den

Vektoren eingeschlossenen Winkel
2. Vektorprodukt: @xb - der Vektor der Lange [a|-|b|- sing, derauf & und b senkrecht

steht, sodass a, b und a@xb ein rechtshandiges System bilden.

Eigenschaften: a-b=b-a axb = —(6 x é)
dxb = (aybZ —azby)i‘+(asz —ayb, )T+(axb —aybx)lz
i Kk
=lay ay a,
by by b,
Lange des Vektors d: |a]=va® =,/aZ + a§ +a2



Gradient, Divergenz, Rotation

Uy 1 0 0
Seien hier a ein skalares Feld und G =| uy | ein Vektorfeld sowie i = (0 |, j=| 1|, k=]0
u, 0 0 1
@
OX
Der Gradient eines Skalarfeldes ist ein Vektor: grada = o, 0 i+ Q@p_|a
ox oy oz | oy
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0z

Das totale Differential von a ist: da = (grada)dr = % iy + @dy G
OX oy 0z

Speziell gilt: wenn ¢ = const., dann gradc =0

du, Ouy au
8xx " 8yy " 822
Gilt in einem Gebiet: divi =0, dann ist das Gebiet quellenfrei
divi > 0, dann ist dort eine Quelle
divi <0, dann ist dort eine Senke.

Die Divergenz eines Vektorfeldes ist ein Skalar: divi =

Die Rotation eines Vektorfeldes ist wieder ein Vektor und ein MaB fiir die Wirbelstarke.
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Rechenregeln: gradc-a=c-grada
grad(aq +a,)=grada; +grada,
grad(d, -4, ) = (G, grad)d, + (0, grad)d, + G, x rotd, + U, x rotd,

dive =0, div(c-d)=c-divd
div (T + Uy ) = diviy +divi,
diva-U=a-divi+U-grada
div(d, x U, )=, -rotd, —0, - rotd,
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rotc =0, rot(c-G)=c-roti

<)o~

(T + 0y ) = rotdy + rots
rot(a-a)=a-rotd +(grada)x G
(ty xty ) = (5 - grad)dy — (dy - grad)dy, + 0y - diviy — Uy - diviy
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By

rotgrada =0
divroti =0

Gradient und Divergenz lassen sich auch einfacher mit dem Nabla-Operator schreiben.

vzﬂhiﬁﬁﬁ
ox oy oz

Ein weiterer Operator ist der Laplace-Operator:

0%a 0%a o%a
ox? oy’ oz’
02 azu+azu
x> oy? ez’

Aa=divgrada =

AU =graddivl —rotrotl =

Regeln: Va=grada
Vi =divd
Vxu =rotu
V(Va)=Aa
(VV)i = Al

Nablakalkil zur Berechnung zusammengesetzter Ausdriicke:
1. Ausdruck als formales Produkt mit V schreiben.
2. Linearkombinationen formal ausmultiplizieren.
3. Anwendung des Nabla-Operators gemaR Produktregel:

v(xv):v(iv}rv(xﬂ und V(X xY)= v(;(xv}v(x inj

4. Ausdriicke mit Pfeil gemaR den Regeln der Vektoralgebra derart umformen, dal3
rechts von V nur noch Grof3en mit Pfeil stehen.
5. Ausdricke mit V rickumwandeln zu grad, div und rot.



1.2 Gerichtetes Flachenelement

Eine Flache im Raum ist durch zwei v
Parameter (hier u und v) darstellbar

F ={f(u,v)u,veD}

?(u,v)

Jedes Flachenelement bekommt eine Orientierung: df . df ist ein VVektor, der senkrecht auf
dem Flachenelement steht. Bei Oberflachen eines Raumbereiches (z.B. Kugel) zeigt df

vereinbarungsgeman nach aufRen.

Es gilt: df =daxdb
da = F(u,v+dv)-F(u,v)= %rdv Abbruch Taylorreihe nach 1. Glied
- B, oF
db = F(u+du,v)-F(u,v)~ —du
ou
Daher: df = (G_r x a—rjdu dv
ov  adu

— —

Die Vektoren 1, = Z—r und 1, = Z—r spannen eine Ebene auf, die im Punkt F(u,v) tangential
u v

zur Flache F orientiert ist (Tangentialebene). Sie hat die Flachennormale
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Fur das Flachenelement gilt dann: df = df - fi(F)



1.3 Koordinatensysteme: kartesische, Kugel- und Zylinderkoordinaten

Kartesisches Koordinatensystem (x, y,z)

Za " rechtshéndiges System aus senkrecht
stehenden Einheitsvektoren i, j,k oder
€,.6,.€

y
X
Gradient in kartesischen Koordinaten: grada = @éx +@éy +a—aé

OX oy oz °

Kugelkoordinaten (r,¢,3)

ZaA = Transformationsgleichungen:
r X =rCcos¢sing
4 y=rsingsing
o Z=rcosd
P . Ty
X
Gradient in Kugelkoordinaten: grada = @ér + 1 % +1@ég
or rsin3op * rog
fir ein zentralsymmetrisches Feld gilt: grada(r) = a'(r)-—
r

Zylinderkoordinaten (p,,h)
Za = Transformationsgleichungen:
' X = pCOSQ
y = psing
h z=h

oa .

Gradient in Zylinderkoordinaten: gradaz—ep+l e +—¢€
op p O

da,. da,
o ” oh"



1.4 Integralsatze

GauRscher Satz: jdivU dv = §U -dA
\Y A

Volumenintegral ~ Oberflachenintegral

A= A(V) ist hier der glatte Rand des Volumens V.

Anschauliche Erklarung: das VVolumen umschlie3t die Quelle divi . Alles, was in V
produziert wird, muss tber A abflieen. Beweis benutzt infinitesimal kleine Teilvolumina.

divi(F)=0 divi(F)<0 diva(F)> 0
Herleitung tber eine Definition der Divergenz:

divi(F) = lim —— §a.dA
AV—0 AV I
Das Skalarprodukt G - dA wird tber die Oberfléche eines kleinen

Volumenelements aufsummiert.

Integration Uber V ergibt den GaulRschen Satz.

Stokesscher Satz: jrotﬁ dA = jﬁﬁ dF
A C

Flachenintegral ~ Kreisintegral bzw. Wegintegral

C = C(A) ist hier der glatte Rand der Flache A,

Man kann sich die Beziehung veranschaulichen anhand einer Komponente des Vektorfeldes

in Richtung eines beliebigen Einheitsvektors .
fi-rotd(F)="lim L fa.dr mita=22
AA—0Q AAC
AA”Aﬁ: Uber den Rand AC der Flache A wird das Skalarprodukt G -dr aufsummiert.



L3 A s

rot u rotd u rotd u >> 0

Greensche Satze

d b(r).

Wir betrachten zwei beliebige skalare Funktionen a(F) un
U, =b(Va). Auf diese Vektorfelder

Daraus bilden wir zwei Vektorfelder G; = a(Vb) und
wenden wir den Gaufischen Satz an und erhalten

(1) [(va)-(Vb)+aab)dV = §a(Vb)-dA

) j ((Vb)-(Va)+baa)dVv = §>b(Va)- dA 1. Greenscher Satz  (in versch. Formen)
A

\"

Subtrahieren wir (2) von (1), dann erhalten wir

I(aAb —bAa)dV = §(a(Vb)— b(Va))-dA 2. Greenscher Satz
A

\



