Extrema mit Nebenbedingungen

Kajetan Bentele

1 Einfiihrung

Die Notwendigkeit, Extrema (Minima oder Maxima) einer Funktion zu bestimmen er-
gibt sich in einer Vielzahl von wissenschaftlichen Anwendungen. Oft sollen jedoch auch
gleichzeitig bestimmte Relationen zwischen den Variablen erfiillt sein, sodass die Varia-
blen nicht mehr voneinander unabhéngig sind.

Es gilt also, die Extrema der Funktion

f(xly'va"'?xmaxm—i-l,'-wxm—l-n) (1)

der m + n Verénderlichen z; zu bestimmen, zwischen denen die n Beziehungen

¢ (X1, 22, Ty Tt 1y - Tmgn) =0, j=1,2,...,n (2)

bestehen. Diese Aufgabe kann im Prinzip auch direkt gelost werden, indem man die n
Relationen (2) beispielsweise nach den Variablen o, 1, Tmi2, - ., Tmin auflost’ und in
die Funktion f einsetzt. Wir erhalten dann eine Funktion, die nur noch von m Variablen
T1,T2, ..., T, abhingt,

f~(x1, Ty ,xm) =

f(z1, 22, oy Ty T1 (T1, T2, - o Tin)s - ooy Tn (T1, T2, -+ o, ), (3)

und deren Extrema dann zu bestimmen sind. Man hat damit die gestellte Aufgabe auf
die Ermittlung von Maxima und Minima bei unabhéngigen Variablen zuriickgefiihrt. Al-
lerdings ist dieses Verfahren miihsam und oft sogar unausfithrbar. Wir fithren daher das
Verfahren der Lagrangeschen Multiplikatoren ein, das dieses Problem erheblich einfacher
und effizienter 16st.

2 Veranschaulichung

Wir wollen uns das Verfahren zunéchst im Fall einer Funktion zweier Veranderlicher,
f(z,y) und der Nebenbedingung g(z,y) = ¢ anschaulich klar machen. In der obenste-

Tm konkreten Fall hingt dies davon ab, nach welchen Variablen sich die Ausdriicke am einfachsten
auflosen lassen.
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Linke Abbildung zeigt die Hohenlinien der Funktion f(x,y) in blau, die Punkte, welche
die Nebenbedingung g(z,y) = c erfiillen, als rote Linie. Die Gradienten der beiden
Funktionen sind als Pfeile dargestellt. Die rechte Abbildung zeigt das gleiche Problem,
die Funktionswerte f(x,y) auf der Hohenachse abgetragen.

henden Abbildung sind die Hohenlinien der Funktion f blau dargestellt, die Menge aller
Punkte, welche die gegebene Nebenbedingung erfiillen, als rote Linie.

Beim Verfolgen der Hohenlinie g(z,y) = ¢ beriihren oder kreuzen wir Héhenlinien von
f. Ein gemeinsamer Punkt (z,y) der Nebenbedingung g(z,y) = ¢ und einer Héhenlinie
f(z,y) = d kann nur dann Losung des Optimierungsproblems sein, wenn unsere Be-
wegung auf der Hohenlinie g(z,y) = ¢ tangential zu f(x,y) = d verlduft. Andernfalls
konnten wir durch Vorwiérts- oder Riickwértsbewegung auf der vorgegebenen g-Hohen-
linie den Funktionswert von f vergréflern oder verkleinern, ohne die Nebenbedingung
zu verletzen. Da der Gradient einer Funktion senkrecht auf der Hohenlinie steht, zeigen
die Gradienten zweier Funktionen, deren Hohenlinien tangential zueinander verlaufen
entweder in die gleiche oder genau entgegengesetze Richtungen.

Es gilt daher im Punkt (z,y), der die Funktion f bei Erfiillung der Nebenbedingung
g(z,y) = ¢ maximiert, die Beziehung

Vf+AVg=0, (4)

fiir einen bestimmten Wert von A. Wir haben somit im vorliegenden Fall drei Gleichungen
(die zwei Gleichungen, die sich aus (4) sowie die Nebenbedingung ¢(z,y) = ¢) fiir drei
Unbekannte (z,y und \).

3 Allgemeine Herleitung

Wir betrachten jetzt wieder den allgemeine Fall n 4+ m Verdnderlicher, die n Neben-
bedingungen erfiillen miissen. Diese Nebenbedingungen fithren dazu, dass n der n +m
Variablen nicht mehr unabhingig gewihlt werden kénnen. Aus diesem Grund kénnen
wir, wie in der Einfiihrung, beispielsweise die Verdnderlichen x; mit ¢ > m, als Funktion
der verbleibenden m unabhingigen Variablen auffassen

Tin1(T1, T2, oy Ty e v oy T (T1, T2y« oy T (5)

Dabei spielt es fiir die folgende Betrachtung keine Rolle, ob diese Abhéngigkeiten explizit
oder nur implizit durch (2) gegeben sind. Mittels der Relationen (5) erhalten wir die



Funktion f ,

f(xl,xg, . ,xm) =

flxi, o, o Ty Tt (T1, T2, -+ o s i)y v oy T (X1, T2, - - -, ), (6)

wie bereits in der Einfithrung dargestellt. Diese Funktion nimmt ein Extremalwert an,

Z oL du; (7)

fiir unabhéngige Differentiale dx; erfullt ist. Das bedeutet aber, dass jeder der Sum-
manden fiir sich alleine verschwinden muss. Diese m Gleichungen legen somit die ver-
bleibenden z;, i < m fest. Diesen Ausdruck kénnen wir mit Hilfe der Beziehungen (5)
folgendermaflen umschreiben,
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wobei jetzt nicht mehr alle dz; unabhéingige Differentiale sind, d.h. nicht jeder der Sum-
manden ist identisch Null.

Wenn wir die Beziehungen (5) in die Nebenbedingungen (2) einsetzen, so verschwinden
die &j fiir alle z; mit ¢ < m per definitionem:

¢j(l‘1,x2, e ,xm) =

Gi(x1, T2, Ty g1 (X1, 22, - - Ty - oy Tgn (T1, T2, .., ) =0

Es gilt also insbesonders auch

Zaxjdxl—O i=1,2...,n (10)
=1

fiir unabhéngige dx;. Genauso wie vorher kénnen wir Gleichungen der Form

m+n

Z?f“dzl—o i=1,2...,n (11)

ableiten, wobei wiederum nicht alle Differentiale unabhéingig sind, d.h. nicht jeder der
Summanden verschwindet notwendigerweise fiir sich alleine.



Wenn wir die Gleichungen (8) und (11) mittels Lagrangescher Multiplikatoren ;
kombinieren, erhalten wir

m+n m+n min

8 tan oS a0 e

i=1 i=1 =1
m+n
S (GG G dn =0, (12)
=1

Durch die Einfiithrung der Lagrangeschen Multiplikatoren haben wir n weitere Freiheits-
grade zu den m unabhéngigen Variablen x; gewonnen. Die Lagrangeschen Multiplikato-
ren werden jetzt so bestimmt, dass

gilt, d.h. dass auch fiir abhéingige dx; jeder Summand verschwindet. Die Gleichung (12)
nimmt somit die Form
m
Z(%—i—)\l%—i-"'-l-/\n%%)dxizo (14)
i=1
an. Da die dz; fiir ¢« < m unabhéngige Differentiale sind, muss jeder der Summanden
alleine verschwinden. Diese n+m Gleichungen legen daher die m unabhéngigen Variablen
z;, 1 < m und die n Lagrangeschen Multiplikatoren A; fest.
Mit den Nebenbedingungen (2) erhalten wir also insgesamt das folgende Gleichungs-
system

g—g{i+)\1%+---+>\n%:0, i=1,2,....,m+n (15)
¢j($17$27~-'7xm7xm+17~-axm-i-n) :O7 .] = 1,27...771. (16)

Wir kénnen daher den Spiefl auch umdrehen und die m+n Gleichungen (15) als Bestim-
mungsgleichungen fiir die m + n Variablen z;, ¢ < n + m auffassen und die n Lagrange
Multiplikatoren \;, falls wir diese benétigen, aus den n Nebenbedingungen (16) bestim-
men. Man sollte jedoch beachten, dass die von uns entwickelten Gleichungen lediglich
notwendige und keine hinreichenden Bedingungen fiir das Vorliegen eines Extremum
darstellen.
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