7. Maxwell'sche Geschwindigkeitsverteilung und der Gleichverteilungssatz

Wir betrachten ein ideales Gas (punktférmige Teilchen, die nur durch Sto3e wechselwirken):
Die Teilchen bewegen sich mit verschiedenen Geschwindigkeiten, die sich aufgrund von
Zusammenstoen (mit der Wand des Gefilles und untereinander) stindig dndern. Wie hoch
sind die Geschwindigkeiten der Teilchen?

Aus dem Boltzmann’schen Prinzip wurde im vorhergehenden Abschnitt eine Verteilung fiir
die Energie der Teilchen hergeleitet. Dabei war der Ansatz sehr allgemein (gleich
wahrscheinliche Mikrozustidnde, Gleichgewicht: Makrozustand mit max. Anzahl von
Mikrozustinden). Aus der Verteilung der Energie kann man die Verteilung der
Geschwindigkeiten erhalten, wenn ein Zusammenhang E = E(v) bekannt ist.

Wir mdchten jedoch einen weniger formalen Weg gehen und die Form der Verteilung der
Geschwindigkeiten aus direkten physikalisch motivierten Annahmen fiir das ideale Gas

herleiten.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, ein Teilchen mit der Geschwindigkeit

V= (vx, v, vz) anzutreffen?

Im Rahmen der klassischen Mechanik ist Geschwindigkeit eine kontinuierliche Grofe!

Die Frage muss etwas prizisiert werden:

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, ein Teilchen mit einer Geschwindigkeit im Bereich

{(Vx"’x"‘ Av, ), (vy,vy+ Avy ), (vz,vz+ sz) } , d.h. im Bereich AV um v = (vx, vy, vz)

anzutreffen?

AV : Volumenelement im Geschwindigkeitsraum

(,.kleine Anderung der Geschwindigkeit) “\ AV

<i

Fir A4V << 1: Wahrscheinlichkeit, Teilchen-

geschwindigkeit in A4V um v anzutreffen ist Vy
proportional zu AV .

Proportionalitidtskonstante P ist abhidngig von v :

P(vx, v, vz) :  Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung der Geschwindigkeit
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Mit anderen Worten: Wahrscheinlichkeit, Teilchen mit G. in AV um v anzutreffen

=P (vx VsV, )Avx Av Av,

[ —
AV

AV —dV
Im Grenzfall (,, AV unendlich klein®): (Av_, Avy , Av,) — (dv,, dv v dv,)

Die Wahrscheinlichkeit, Teilchen mit Geschwindigkeit im endlich gro3en

Geschwindigkeitsbereich B anzutreffen ist durch das Integral im Geschwindigkeitsraum

.[P(vx,vy,vz)dvxdvydvz

B
angegeben.

Wir bringen jetzt einige physikalisch motivierte Annahmen ins Spiel, um etwas iiber die

Funktion P(vx,vy,vz) zu erfahren:

1. Geschwindigkeiten in den drei Raumrichtungen sind unabhiingig voneinander
D.h., Wahrscheinlichkeit, T. mit Geschwindigkeit in x-Richtung im Intervall (Vx, v, + dvx)

zu finden, ist unabhingig von v, und v, .

Yy

Sein w, (Vx,Vy ,v,) die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Geschwindigkeit in Richtung x :
w, dv, = Wahrscheinlichkeit, T. mit v, im Intervall (v, v, +dv, ) zu treffen.
= wx(vx) —analog fur w , w_.

Nach dem Obengesagtem héngt aber w_nur von v_ab:  w,

Die Wahrscheinlichkeit fiir das simultane Auftreten unabhingiger Ereignisse ist das

Produkt der einzelnen Wahrscheinlichkeiten. Damit erhalten wir fiir mehrere Dimensionen:

Wabhrscheinlichkeit, T. mit G. in dV um v anzutreffen = (w,dv,)-(w, dv,)-(w dv,)
= w,ow,ow, dv.dvdv,
Andererseits haben wir gesehen : = P(vx, V.V, )dvx dv, dv,
, ,

dav

D.h. die Wahrscheinlichkeitsdichte hat eine einfache faktorisierte Form:

P(vx, Vys VZ)Z We W, W, mit  w, =w(v), w, = wy(vy ), w,=w, (vz)

y
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2. Isotropie des Raumes

A Es gibt keinen Grund dafiir, dass sich ein

Teilchen bevorzugt in eine bestimmte Richtung

() bewegt:

<i

W, W)_ply, @, @, @)

. 1
P("x( )’Vy y

sofern ‘\7(”‘ = ‘\7(2)‘
Vx

Demzufolge kann die Wahrscheinlichkeitsdichte nur vom Betrag des Geschwindigkeits-

vektors abhingen:

P(vx,vy,vz)zP(\/Vx2 +vy2 + vzzj:P(V)

Folgerung:

P(v)z Wy Wy W,

mit v= ,lvxz + vv2 +vz2 bzw. we=w () w=w ) w=w(v)

Betrachten wir In P: InP(v)=In w,+Inw +Inw,
Ableitung nach v_: d/dv,

Fiir die linke Seite (Annahme 2) erhalten wir nach der Kettenregel:

e = L dP(v) dv _ 1dP(v) d Zrvien? = L dP(v) % 2v,

dv, P dv dv, P dv dv, P dv m
_ 1dP()v,
P dv v
Fiir die rechte Seite (Annahme 1.): i (ln w,+Inw +Inw, )= L dw,
dv, w, dv,
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Damit fiir die obige Gleichung:

1dP(v)v, 1 dw, 1 dP(v) 1 1 dw

P odv v w, dv, P dv v v w dv

X

In der letzten Gleichung muss die rechte Seite unabhéngig von v, und v, sein (Ann. 1) !

Analoge Rechnungen mit d/dv, und d/dv, ergeben:

dw,
1dP()1 _ L odw, _ 1 , _ 1 dw, = fv)
P dv v v.ow, dv, v, w, dv, v, w, dv, T

Annahme 1 folgt: Die Funktion f muss nun einerseits unabhéngig von v und v_, aber auch

von v, und v_, sowie von v, und v sein. Also ist sie konstant beziiglich aller drei Variablen.

dw 1 dw,

konst = ! L=y o — =2y-v dinw,

= ==2y-v
X x
v.ow, dv, wy dv, dv,
. .. . . . . 2 o 2
dies ldsst sich direkt integrieren: Inw =-yv +o = w, = c{“ e’
=A
x
—yyp 2 —yp 2 2
Nach analogen Rechnungen fir w,,w, w,o=A e w =A e’ w=A "
P( )— =AAA Aleed) Al it A’=AAA
VeV vV J=weowow, =A A A e = A’e mit =AA A,

fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte. Die Konstante A’ erhalten wir aus der Normierung:

oo I o 3
L e g, = fort ) ot ) o an)-o{ )

(—e0,90) Y

) ) )

3
A’ = (ij und damit: PWv)= (Zj ’ e
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Wir erhalten also fiir jede Geschwindigkeitskoordinate eine Normalverteilung mit

Standardabweichung 2\/7/ . Dies ist mit der Boltzmann-Verteilung vertraglich, was nicht

selbstverstindlich ist, denn die zugrunde liegenden Annahmen waren ganz andere.
Den verbliebenen Parameter y erhalten wir aus der Boltzmann-Verteilung. Nach diesem gilt:
P~ e—E/kT
Wir nehmen nun an, dass nur die lineare kinetische Energie eine Rolle spielt, d.h. die
Verbindung zwischen Energieniveaus und Geschwindigkeiten lautet:
m

E=E, ==V =  P~e

I _ e—%vz/kT (*)

durch vergleich mit der oben erhaltenen Verteilung P(v) folgt:

LW / kT = yv’ & Y= o damit erhalten wir schlielich die
2 2kT
3
- m 2 =
Maxwell'sche Geschwindigkeitsverteilung: P(v) = Py e 2k

Verteilung der Geschwindigkeitsbetrige

Die oben angegebene Verteilung gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, eine Geschwindigkeit
im Volumselement dV um v, aber nicht dafiir, eine Geschwindigkeit mit Betrag um [v | zu
treffen. In der Praxis ist man mehr an der Verteilung der Betrige der Geschwindigkeiten
unabhingig von der Richtung interessiert.

Wir suchen also die Wahrscheinlichkeitsdichte P, (v) , Teilchen mit Geschwindigkeit an einer

Sphire mit Radius v=Iv | anzutreffen.

P = P(v) ist nur von v abhiingig, daher konstant an der Sphére

Nehmen als Volumselement eine diinne Kugelschale .

mit Radius v und Dicke dv .

Volumen der Kugelschale: dV'=47xv’dy

P (v) dv = Wahrscheinlichkeit, eine Geschwindigkeit v in dieser Schale anzutreffen

Diese ist wegen des ungefahr konstanten Wertes von P=P(v) (da dv<<I) gegeben durch
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P.(v)dv = P(v)av'=P(v)4rvidv = LI P Ty
2w kT

= P(v)= L YN
2w kT
vmax

Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Geschwindigkeitsbetrige

Berechnung der wahrscheinlichsten Geschwindigkeit:

dP _m 2 —m_ 2 ! 2kT
ro=ope it M3 g o -2 = Viax =1|——
dv kT kT m

Die wahrscheinlichste Geschwindigkeit der Molekiile steigt also mit 7" und sinkt mit m.

Der Gleichverteilungssatz

Wir betrachten die mittlere Energie eines Molekiils. Im Gegensatz zu vorher, betrachten wir
jetzt nicht nur die Energie aus den linearen Geschwindigkeiten, sondern aus weiteren
Freiheitsgraden, z.B. aus der Rotation um eine Achse. Dementsprechend verwenden wir statt

Gleichung (*) die folgende Energiefunktion (Hamiltonfunktion):

I I
E=Ekm+Em,=%vz+§(o2=M\/2+La)2 Abkiirzung: M = %, L= Py

( I: Drehmoment um Rotationsachse, @ : Winkelgeschwindigkeit um diese Achse) die der
Einfachheit halber nur eine Geschwindigkeitskomponente v sowie einen Rotationsfreihetsgrad
pro Teilchen beriicksichtigt. Aus der Boltzmann-Verteilung erhalten wir:

(Mv +Lw )

Pv,w)=C ¢ kT mit der Normierung:

“e Mv;rw )dvda) [Te‘Mk;zva : ( ofe‘Lk‘;z dw)

P(v,w) beschreibt die Verteilung der Werte dieser zwei Freiheitsgrade. Die mittlere Energie
ist nach Definition:

E= jj E(v,w) Pv,w) dvdw = C jj MV + Lo’ )e le(Mv +La?)

—o0—00 —o0—00

dvdw =
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o “( w  Le? M La?

Mv* e_7 e_? + L&’ e_7 e_? jdvdw

Il
a
—
—_—

C [J.MV2 e_AZVTZdVJ (Ie_L:Y)"zda)j + [J. e_% dv ](J.La)z e_LTaT)Z da)J

) UMVZ eMT;:dvj Ueiidwj + Uifdv jUsz e%dwj
e

Da die Namen der unabhédngigen Variablen keine Bedeutung haben, unterscheiden sich die
beiden Terme nur wegen der Konstanten L und M ! Erst jetzt spielt die spezielle Form der
Hamiltonfunktion eine Rolle: die weiteren Betrachtungen beruhen nun auf der Tatsache dass

man bei folgendem Integral ,, x* gegen 1/2 tauschen* kann:

= T d e d T _ae d |« = 1 |z

A p Ydx= [-AS Y dx = —4 S de =— A= |2 = Al-JzAa?| =%

_[, € £ A€ dA_[oe da\ A ( 2V A
%/_J

i
A
1 I —Ax?
= E _j e dx
fiir eine beliebige Konstante A. Wie eine dhnliche Rechnung zeigt, gilt allgemeiner mit einer

weiteren Konstante, die wir mit k7 bezeichnen wollen:

2

]ﬁ sze_%zdx = kTT ]ie_ﬁdx

Wenn wir dieses Ergebnis bei beiden Termen der Gleichung (+*) einsetzen erhalten wir:
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- kT
2 2 2

Dieses Ergebnis ist unabhédngig von M (Teilchenmasse) und L (Drehmoment)! Das ist eine

Konsequenz der speziellen Form der Hamiltonfunktion. Wie man leicht sieht, hitten wir fiir f

f
Freiheitsgrade mit Koordinaten ¢, (i=1...f) und eine Hamiltonfunktion E = Z K iqiz (mit
i=1

beliebigen Konstanten K,) als Ergebnis E = f kTT erhalten. ,,Jeder solche Freiheitsgrad

schluckt gleich viel Energie*

Allgemeiner gilt der Gleichverteilungssatz der Statistischen Mechanik (engl.: equipartition
theorem): Jeder (ndherungsweise) kontinuierlich anregbare Freiheitsgrad, dessen Variable
quadratisch im Ausdruck fiir die Gesamtenergie (Hamiltonfunktion) eines Teilchens ist, trdgt
kT/2 zur mittleren Energie eines Teilchens bei.

Die Bedeutung der quadratischen Form und damit des Gleichverteilungssatzes beruht darauf,
dass die Energiefunktion in vielen Fillen durch quadratische Terme zumindest angenihert
werden kann. (Fiir manche andere Formen der Hamiltonfunktion gelten aber dhnliche
Aussagen)

Die Gesamtenergie eines Systems mit N Teilchen und f solchen Freiheitsgraden ist dann

E =N fkT/2

Daraus kann man z.B. die spezifische Warmekapazitit bei konstantem Volumen berechnen

(Es wird keine zusitzliche Arbeit fiir die Volumenédnderung verwendet.):

Im Fall eines einatomigen idealen Gases wird die Gesamtenergie gleichmifig auf die 3
Freiheitsgrade (Geschwindigkeit) verteilt. Damit ergibt sich C, =N (3/2) k.

Zweiatomige Gase besitzen zusitzlich zwei Rotationsfreiheitsgrade (Rotation um die
Molekiilachse leistet keinen Beitrag), daherist C, =N (5/2) k.

Ahnliche Uberlegungen gelten fiir Schwingungsfreiheitsgrade in Festkorpern, da das

Potenzial im Kristall 0.4. oft durch einen quadratischen Term angenéhert werden kann.
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