15. Entropie und Information
Das Verstidndnis der Entropie als MaB fiir den mittleren Informationsgehalt geht auf Claude E.
Shannon (1916-2001) zuriick. Mit seiner einflussreichen Arbeit A Mathematical Theory of

Communication (1948) prigte er die moderne Informationstheorie.

Fiir die statistische Deutung der Entropie betrachteten wir Z verschiedene Zustédnde, iiber die
insgesamt N Teilchen verteilt sind. Der Makrozustand ist dann durch die Z Besetzungszahlen
n, vollstindig definiert (Vgl. Kapitel Boltzmann-Verteilung). Es gilt

N!

Z
Zni =N Anzahl der Mikrozustinde: W = ————
i=1 n!n,!..n,!
Wir wollen nun erraten, in welchem der W moglichen Mikrozustinde sich das System (d.h. in

welchem Zustand jedes einzelne Teilchen) befindet bei gegebenem Makrozustand.

Frage: Wie oft miissen wir bei W gleich wahrscheinlichen Antworten mindestens raten, bis
wir die richtige getroffen haben?

Antwort: Wenn nur JA oder NEIN als Antwort erlaubt sind, mindestens log, W -mal!
Begriindung: Die Anzahl der erforderlichen Fragen héngt davon ab, wie geschickt die Fragen
gestellt werden. Es stellt sich heraus, dass es optimal ist, wenn mit jeder Frage genau die
Hilfte der verbleibenden Moglichkeiten ausgeschlossen wird.

Vergleiche: Erraten eines der Felder eines Schachbrettes, indem man a) jedes einzelne Feld
abfragt (im Schnitt 64/2 = 32 Fragen) b) abfragt, ob das Feld in einer der Hilften des

verbliebenen Teils enthalten ist (immerlog, 64 =6 Fragen)

Allgemeinere Deutung dieses Formalismus:
N-malige Wiederholung eines Experiments, das Z mogliche Ereignisse E, als Ausgang hat.
Dabei sollen n, Experimente den Ausgang E, haben (Makrozustand).

Beispiele fiir Experimente:

- Messen des Zustandes eines Teilchens (Z mogliche zustiinde, s. oben)

- Wiirfeln mit einem Z-seitigem Wiirfel (bei symmetrischem Wiirfel sind alle p, gleich)
- Lesen des nichsten Buchstaben eines gedruckten Textes mit einem Alphabet von Z

Buchstaben.
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Wir wollen nun wieder den Mikrozustand erraten — bei dieser Deutung entspricht das dem
Erraten des Ausgangs fiir jedes der N Experimente. Gemif obiger Uberlegung brauchen wir

mindestens log, W ja-nein-Fragen.

In diesem Kontext ist es natiirlicher den einzelnen Ausgingen Wahrscheinlichkeiten statt

Héufigkeiten n, zuzuordnen:

/4
p. = % mit Y p,=1 und damit n, = N p,
i=1

Den ,,Makrozustand‘ konnen wir dann durch die zahlen {pl, DPase-PysN } definieren.

Wir driicken nun log, W in Termen der Wahrscheinlichkeiten aus (Wechseln der Basis des

Logarithmus kommt der Multiplikation mit einer Konstanten gleich):

| Y4
log, W = L InW = ! In N = ! In N!— ZIH n!| (Stirling-Formel)
In2 In2{ n!n'.n,!) In2 o

=N
1 4 4 1 4 .
=— NlnN—N—Znilnni+Zni =— NlnN—Zn,.lnn,. (einsetzen der p, )
In2 i=1 i=1 In2 i=l
1 Z 1 Z Z
=—| NInN-) Np,InNp, |=—| NInN-NInNY p,—NY p,Inp,
In2 = In2 —y =

—
=1

N &
=—— E In p,
™) p;np;

i=1

Die Anzahl der mindestens nétigen ja-nein-Fragen im Schnitt pro Experiment (bzw. pro

Teilchen) ist also gegeben durch: % = —ﬂz p;Inp, mit A= i =1,44 anstattk,
; n

Wir fiihren nun die Shannon-Entropie als Informationsma0 fiir eine

Wahrscheinlichkeitsverteilung p, ein:

I= _/12 piln p,
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Beispiel: Wir werfen eine Miinze: Bevor wir hinschauen haben wir einen Mangel an

Information, danach einen Informationsgewinn (,,Mal} der beseitigten Unsicherheit*).

1 1

Pzam =5 » Pxropf = 5

2 2

= I=-4 llnl+llnl =—/11nl =A-In2
2 2 2 2 2

Wiihlt man A =1/In2 ergibt sich I =1 , Informationsgewinn von 1bit .

Diese Wahl bedeutet, I ist die minimale durchschnittliche Anzahl der nur mit Ja oder Nein
zu beantwortenden Fragen, die man pro Experiment stellen muf3 um die gewiinschte

Information zu erhalten.

I =1bit heift, nur eine Frage erforderlich: F: Kopf? A:Ja = Kopf, A:Nein = Zahl

Beispiel: Wiirfeln mit 8-seitigem symmetrischen Wiirfel: [ = _ln%g . %ln% = _ln% n2—13 =3
Es sind 3 Fragen erforderlich: F1: X>4? Al: Nein

F2: X>27 A2:Ja

F3: X=47 A3: Nein = X=3
Beispiel: Welche Augenzahl man mit zwei Wiirfeln gleichzeitig wiirfelt:
Summe =2, 1 Moglichkeit: 1.Wirfel =1, 2.Wiirfel =1 = n, =1
Summe =3 , 2 Moglichkeiten: 1.Wiirfel =1, 2.Wiirfel =2 oder

1.Wiirfel=2, 2.Wiirfel=1 = n,=2
Summe = 4: 3 Moglichkeiten = n,=3

Summe = 5: 4 Moglichkeiten
Summe = 6: 5 Moglichkeiten
Summe = 7: 6 Moglichkeiten
Summe = 8: 5 Moglichkeiten
Summe =9: 4 Moglichkeiten
Summe = 10: 3 Moglichkeiten
Summe = 11: 2 Moglichkeiten
Summe = 12: 1 Moglichkeit

insgesamt 36 Moglichkeiten fiir "Mikrozustidnde", aber nur 12 "Makrozustidnde"

N=36 = p, =n/36
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Zp, p; l(ilni+£ln£+...j=3,27bit
“m2l36 36 36 36

D.h. mindestens 3,27... Fragen im schnitt pro Experiment notwendig.

Besitzt die Shannon-Entropie alle Eigenschaften, die wir von einem Informationsmaf}

erwarten?

1. Positivitdt: Bevor ein Ereignis stattfindet, haben wir stets einen Mangel an Information,

nach dem Eintreten des Ereignisses einen Gewinn.

120: [=- 12Z:p,lnpl_O wegen p; <1
n

2. Information hat ein Minimum: [ =0

wenn p, =1, undalle p,, =0 , d.h.ein Ereignis E,, tritt mit Sicherheit ein:

fiir p; =0 ist zwar [n p; nicht definiert, aber p, In pi‘ »so— 0, daher:
hm I(p,)= hm A(-In1)- /12 p;,Inp, =0
P % P 2 #m 30

3. I hat ein Maximum
Am wenigsten konnen wir ein Ereignis voraussagen (der Informationsgewinn ist am grof3ten),
wenn alle Ereignisse gleichwahrscheinlich sind. (Analog zum Entropiemaximierung ohne

Energieerhaltung im Kapitel Boltzmann-Verteilung)

1 Ly 1, 1_InN

Alle pj=—: I=———F-N-—In—= *
Y m2" NN In2 )
Mit Lagrange’schen Multiplikator u : = —Z pilnp; + ,uz Di
al, H©-1
—=-Inp,-1+u=0 = p, =", d.h.alle p; =—
dp; :

4. I steigt mit der Zahl der moglichen gleich wahrscheinlichen Ereignisse (folgt aus (x))
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5. Additivitdt:

Es werden zwei voneinander unabhingige Ereignisse aus zwei Ereignismengen

X, = { 1,2....m } und y; = { 1,2....n } betrachtet (z. B. gleichzeitiges Werfen von einer

Miinze und einem Wiirfel.)

Wir erwarten, dal} sich die Informationen addieren (Zahl der Fragen addiert sich).

pli, j)= pi - p;j: Wahrscheinlichkeit fiir das gleichzeitige Auftreten fiir das Ereignis i (aus x)

und Ereignis j (aus y), wenn x und y unabhéngig (Definition).

= IHZZZPZPJ npip; =——Zpr,(lnp,+lnp)
267 G

T
=— Zj:;pipjlnpi +Zi‘,;1’ipjl”pf

1
:_E ;ijpilnpi +lzpi;pjlnpj
—2[Zpilnpi+zpj lnpj]

=I(x)+1(y)

Gesprochene Sprache
Ereignisse: Auftreten von Buchstaben in einer Folge, Symbole, Zahl der Symbole: 27, 26

Buchstaben + Leerzeichen (ohne Umlaute)

Falls gleichwahrscheinlich

Zpl np, =2 227 — 4,76 bit/Zeichen

Die Buchstaben treten allerdings nicht gleichwahrscheinlich auf:
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im Englischen

Leerzeichen 0,2 \
0,105

0,072

0,0654
0,063 > I = 4.04 bit/Zeichen
0,059
0,055

z » O =2 ™

)

Q 0,001 _/

Ein Satz, der N Buchstaben enthilt, enthédlt damit im Mittel die Information

=N

> p;lnp; =N -4,04bit
In2

i

Der aktuelle Wert fiir / ist allerdings deutlich kleiner als 4,04 bit/Zeichen, weil es

Korrelationen zwischen den Buchstaben gibt: Z.B. folgt im Deutschen nach "q" niemals "m",

aber sehr oft "u".

Das Informationsmalf I ist "inhaltlich neutral", d.h. es hat nichts mit der Bedeutung der
Information zu tun - es bezieht sich nur auf die ,,Vorhersagbarkeit* eines Ereignisses. Je
seltener ein Ereignis, desto groler dessen Informationsgehalt.

Vergleiche: Ein Postangestellter, der dasselbe Telegramm an mehrere Personen verschickt.
Er wird sich nur darum kiimmern, ob die Zeichen korrekt angegeben sind, die wirkliche
Information, d.h. die Bedeutung hiingt vom Empféanger ab. Text: Tante gestorben jemand
freut sich, weil er vielleicht ein groBes Erbe antreten kann; jemand anderes ungliicklich usw.
Oder: Karten ziehen von einem Stapel von 32 Karten [=5 bit, aber Bedeutung fiir das Spiel ist

vollig unterschiedlich, je nach Karte und Spiel.
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Wir hatten bereits den Informationsgehalt von gleichzeitigen Ereignissen betrachtet, die
voneinander unabhingig sind (— Additivitdt). Welche Regeln gelten, wenn sie nicht

unabhiingig sind? Fiir diese Uberlegungen benétigen wir einen einfachen

Hilfssatz:
p; sei die Wahrscheinlichkeitsverteilung, die uns interessiert, g; sei eine andere

Wahrscheinlichkeitsverteilung. Es gilt: z p;i=1, qu' =1 (*)
i i
Wir betrachten die Funktion: ¢ = Z p;lng;
i

Dann gilt: z p;lng; < z p;In p; (Gleichheit wenn alle g, = p;)

Beweis:
Sei q; = p; +u; aus (=) folgt ZLtl- =0
i

p=2.pimn(pitu)=2p, h{p{H%H

1

¢=Zpilnpi+zpiln(1+ﬁj
l l

1

ln(1+ﬁj =0 fiir u; =0 ansonsten gilt: ln(l +ﬁj <t
pi Di
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Zpilnqi =Zpi lnpi+2pi ln(l+%]32pi lnpi+Zpi %
i i i ! i i !

=0
Z pilng; < Z piIn p q.e.d.
i
Aus diesem Satz folgt sofort:
- ﬂ,z p;Ing; > —/lz p;Inp; (Gleichheit wenn alle ¢, = p,)

Betrachten wir jetzt wieder zwei Ereignismengen (Korreliert oder Unkorreliert):
x={L2...m} , y={12...,n}

pl(i, j) sei die Wahrscheinlichkeit fiir das simultane Auftreten von x=i , y=j

Es gilt:

LY pli, j)=1
ij

2. p;= i p(i, j): Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von i (in x) unabhingig
- von j (in y)

pj= i pli, j) : Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von j (in y) unabhingig
- voni (in X)

3. Zpi =1; ij =1 und demzufolge auch: Zpizl?j :Zpi'Pj =1
i J i J iJ

Angenommen Ereignisse aus x und y korrelieren. Was passiert, wenn wir allein Ereignisse x
und allein Ereignisse y registrieren?

Erwartung: wir verzichten wir auf Kenntnisse (Korrelationen bleiben unberiicksichtigt), daher
Informationsgewinn groBer (weil Kenntnisse geringer). Zur Quantifizierung dieses

Sachverhaltes betrachten wir die
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Verbundinformation

I(x,y)==2" pli, j)In p(i, j)

i,j

Information fiir ein Ereignis allein aus x:

/12 pilnp; = —ﬂZzp )in p,

Information fiir ein Ereignis allein aus y:

=—/12pjlnp]— /IZZp lnp]

Wir vergleichen die Summe von [ (x) und I( y) mit (x, y) :
p q
) ==AY > pli, Jlin pi +1n p;]==2"> " pli, j)n(pi - p;)
i i

p(i,j) und pi - p; sind voneinander verschieden, wenn es sich um Ereignisse handelt, die

nicht voneinander unabhingig sind: Setzt man p; - p; = g folgt aus dem obigen Hilfssatz:

‘ﬂZZP ln(PlP])> ﬂZZp Jj)n p(i,

I+1,21(x,y)

(Das Gleichheitszeichen gilt fiir unabhéngige Ereignisse.) Die Beriicksichtigung von

Korrelationen fiihrt also dazu, dass der erzielte Informationsgewinn geringer wird.
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Bedingte Information

fiir zwei gleichzeitige Ereignisse i und j aus den Mengen x und y

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten sind folgendermafen definiert:

pli, j) = Pi : Di (/)

— —— —
Wahrscheinlichkeit, ~Wahrscheinlichkeit, Wahrscheinlichkeit,
daf3 sowohl i als daf3 i auftritt dap j auftritt unter der
auch j auftreten Bedingung, daf3 i

aufgetreten ist

Di (j): bedingte Wahrscheinlichkeit

(falls p(i, j)=p;p; gilt pip; = pipi(j) und damit p;(j)=p;)

Wir betrachten wie bisher die Verbundwahrscheinlichkeit

I(x,y)==4> pli, j)In p(i. j)

i,j

und ersetzen im Logarithmus: pl(i, j) durch DiDi ()

I(x.y ——/IZZP )n pirili) J =—/122p ) p; = /122191 o pi(j

mit der Einfithrung der bedingten Information I = —/12 Z p(i, j)In pl
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kénnen wir also schreiben |I(x,y)=1_+1 (y)

Informationsgewinn beim Messen von x und y = Informationsg. beim Messen von x alleine
+ Informationsg. beim Messen von y bei
bereits bekanntem X.
Denn x bedingt ja y in einem gewissen Malle, wenn die Ereignisse nicht vollig unabhéngig

sind! Aus der vorher abgeleiteten Ungleichung folgert man:

IL+1,21(x,y)=1+1(y) oder: I,21(y)

Der Informationsgewinn, wenn wir nur y messen ist grofer, als wenn wir y bei bereits

bekanntem x messen, wenn x und y nicht unabhéngig sind.

Korrelationen und Redundanz in der Sprache

Das Auftreten "bedingter Wahrscheinlichkeiten" ist typisch fiir Wahrnehmung der Sprache
(sowohl gesprochen als auch geschrieben).

Zeitliche Reihenfolge: 1. Zeichen, dann 2. Zeichen usw.

Beim Horen (Lesen) des m.ten Zeichens ist das (m—1) te bereits bekannt. Frage: enthilt es
das m.te Zeichen iiberhaupt noch Informationen (im Extremfall nicht).

In jedem Fall verringert sich der Informationsgehalt durch Betrachtung bedingter

Wahrscheinlichkeiten: —auf ,,Q* folgt in der Regel ,,U*, auf ,,C* folgt oft ,,H* usw.

Das sind Paarkorrelationen. Beriicksichtigen wir weitere, langreichweitige Korrelationen,
sinkt der Informationsgewinn weiter. Wissen wir z. B. bereits ,,WOHNUN* kénnen wir leicht

erginzen ,, WOHNUNG".

Bei Betrachtung kiirzerer Zeichenketten hitten wir Z. B. ,,...UN* ergiinzen konnen zu ,,UND*,

L, UNO*“ usw.

Wir betachten zunéchst "Paarkorrelationen": Lesen eines Buchstabens: Ereignis x, Lesen des

darauffolgenden Buchstabens: Ereignis y
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I(y)==-2>pli.))inp;(j)

i,Jj

=—/IZZplpl )n p;(j)

Wenn keine Korrelationen existieren, dann p; (j)=p j

I.(y)=-A>.p;-p;np;(j)==2Y_p;Inp; =1(y)

iJ

Englische Sprache:

a) nur 27 Zeichen (ohne Beriicksichtigung der Wahrscheinlichkeitsverteilung)
I, =4,76Dbit/Zeichen

b) Unter Beriicksichtigung der Wahrscheinlichkeitsverteilung: 7; = 4,04 bit/Zeichen
¢) Unter Beriicksichtigung von Paarkorrelationen: /, = 3,32 bit/Zeichen (erfordert Berechnung

der bedingten Wahrscheinlichkeiten p;()).

Dieses Konzept kann verallgemeinert werden, indem man Zeichenketten betrachtet (,,Blocke*
der Lénge N):

b; (N —1) sei ein Block von Zeichen der Linge (N-1), i dessen Nummer

N=4: SCH¢,.....“URS*, ,WOI*“
i=1 =2 =3 u.s.w.

plbi(N —1)}: Wahrscheinlichkeit, dass dieser Block in einem (“langen”) Text auftritt.

Wir erginzen beim Lesen einen Block aus N —1 Zeichen durch ein N-tes Zeichen.

b;; (N)=(b,(N 1), /) :Block aus N Zeichen, charakterisiert durch Nummer 7, ergéinzt durch
ein weiteres Zeichen j.

alle Zeichenketten durchnumeriert, j: Nummer des nidchsten Zeichens
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Anwendung des Konzeptes der bedingten Wahrscheinlichkeiten.

plby (N)}= ploi (N -1), j}= plo (N = Doy ()

Daraus ergibt sich der durchschnittliche Informationsgehalt eines Zeichens (bei Kenntnis der

vorangehenden N —1 Zeichen wie folgt (vgl. Gleichung (*)).

Iy ==A2,pb:(N =1)jfinpy, . (j)

i,Jj

bedingte Information

I sinkt monoton mit N. In obigem Beispiel:

I, = 3,32 bit/Zeichen
15 = 3,1 bit/Zeichen

Iy A

0 1 2 3 4 o N

I = -1an I, dieser Limes ist schwer zu berechnen, da man etwas iiber die Haufigkeiten
N —oo

langer Zeichenketten in noch lingeren Texten wissen muf3.

Abschitzungen ergeben: I = 2,14 bit/Zeichen

Definition der Redundanz R = ;ﬂ mit Al =1y—1
0

Abfall der Information bei Beriicksichtigung von Korrelationen (+Normierung)
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im vorliegenden Beispiel: R = 476-2,14 =0,55

b

Signaliibertragung

N
I = —12 pilnp;
i=1

N: Zahl der Ereignisse; p,: Wahrscheinlichkeit, daB3 Ereignis i eintritt.

p; Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einzelner Buchstaben oder ganzer Texte

Texte haben eine bestimmte zeitliche Léange.

Zeitdauer ¢ Lange und die zugehorige Information /, die iibertragen wird.
Rate der Informationsiibertragung

Czﬂ; hier: Ar=t¢ Al =1
At

Anzahl N(¢) der Texte, die im Zweitraum(0,?) iibertragen werden konnen. Falls Texte

1
N(z)

gleichwahrscheinlich, gilt: p =

N 1
1 :—EEN—(I)an

I=AInN(r)
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